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1 Einleitung

1.1 Beobachtungen, Theorien und
Entdeckungen

Wenn man jenen grofen, iber dem Aquator des
Planeten ohne Zusammenhang ausgespannten
Bogen einmal wirklich gesehen hat, so kommt
der Geist nicht wieder zur Ruhe. Wir kénnen
nicht einfach erkldren, dafl es sich so verhdlt,
und ithn als eine Beobachtungstatsache der Na-
tur beschreiben, die keine Deutung zuldsst oder
verlangt. Wir miissen entweder seine Bewegung
nach den Prinzipien der Mechanik erkldren
oder eingestehen, daf8 im Bereich der Saturn-
welt eine Bewegung nach Gesetzen vor sich
geht, die zu entschleiern wir nicht im Stande
sind...

J.C. Maxwell, 1859

Als GALILEO GALILEI zum erstenmal im Juli 1610 sein Teleskop auf
den Saturn richtet, glaubt er, das Saturn aus drei Korpern bestehen
miisse, die sich untereinander weder bewegen noch beriihren. Als er nach
zwei Jahren den Ring wieder beobachtet, sah er sich einer Metamorphose
gegeniiber, die er nicht mehr deuten kann: Die beiden begleitenden Kérper
waren génzlich verschwunden. Die Verwirrung stieg, als sich nach zwei
weiteren Jahren die beiden Koérper neu bildeten, aber offensichtlich in
Form von Henkeln am Zentralkorper.

Die unmittelbaren Nachfolger GALILEIS in der Beobachtung des Saturns
sind C. SCHEINER (1573-1650), P. GASSENDI (1592-1655), J. HEVELIUS
(1611 - 1687), G. RiccroLn (1598-1671), G. BIANCANI (1566-1624) und
F. FONTANA (1580 - 1650). Es werden eigenartige Modelle vorgeschlagen



Fig. 1.1: Die Entwicklung der Modellvorstellungen tiber die Gestalt des Planeten
Saturn tm Zeitraum 1610 - 1655. (Aus HUYGENS Systema Saturnium). I GALILEO
(1610); 1I SCHEINER (1614); III RiccioLl (1641-1643); IV-VII HEVELIUS; VIII
+ IX RIccIOLI (1648-1650); X DIVINI (1646-1648); XI FONTANA (1636); XII
BIANCANI (1616), GASSENDI (1638-1639); XIII FONTANA in Rom (1644-1645).

und diskutiert (siehe (1.1); wie von dem Astronomen J. HEVELIUS,
dem Mathematiker G.P. DE ROBERVAL (1602-1675), dem italienischen
Priester und Astronomen G.P. HODIERNA (1597-1660), dem britischen
Astronomen und Architekten Sir C. WREN (1632-1722) und von dem
ostfriesischen Theologen D. FABRICIUS (1564-1617).

Doch alle diese Modelle stellen keine befriedigende Deutung des Phé-
nomens dar. Die endgiiltige Losung des Problems gelang 1655 dem hol-
landischen Mathematiker und Physiker C. HUYGENS (1629-1695) nach
der Entdeckung des Saturnmondes Titan ([12]). Nach den Worten des
aufgeschliisselten Anagrammes:

Annulo cingitur tenui, plano, nusquam cohaerente ad eclipti-
cam inclinato



Fig. 1.2: Der Planet Saturn in der ersten richtigen Deutung nach C. Huygens
1659 (Systema Saturnium [12]). Irrigerweise nahm Huygens an, daf der Ring als
starrer Festkorper um den Planeten rotiert.

kann er die beobachten Verdnderungen am Saturn durch mit einem zur
Ekliptik geneigten Ring, der im Raum seine Lage beibehélt, erkliren.
Er fand insbesondere heraus, dass diese Ringe keine Verbindung zum
Planeten haben und ihr geheimnisvolles Verschwinden alle 14 Jahre
dadurch zustande kam, dass man sie beim Verschwinden genau von
der Seite sah, sie aber dann zu diinn waren, um von der Erde aus
wahrgenommen werden zu kénnen. Huygens Arbeit an dem Ring des
Saturns zeigt, dass das Finden von Losungen nicht nur eine Frage von
technisch iiberlegener Beobachtung ist, sondern auch durch das Faktum,
dass in der wissenschaftlichen Wahrnehmung das Sehen der Gegensténde
mit dem Auge direkt gekoppelt ist an ein in der Theorie begriindetes
Verstandnis.

In den darauffolgenden Jahren wurden die Teleskope so weit verbessert,
daf} der italienische Mathematiker, Astronom und Ingenieur GIOVANNI
DOMENICO CASSINI (1625 - 1712) eine feine Teilung im Saturnring fest-
stellen konnte. Sein Fernrohr hatte dabei einen Objektivdurchmesser von
etwa 60 mm und eine Brennweite von etwa 6000 mm. Beobachtet wurde
bei etwa 90facher VergroBerung. Da die Linsen noch nicht achromatisch
waren, hatten die Bilder im Teleskop immer ,farbige Sdume*.

Obwohl gegen Ende des siebzehnten Jahrhunderts der Saturnring schon
sehr detailliert beobachtet worden ist, besteht iiber seine physikalische
Beschaffenheit Unklarheit. HUYGENS hatte angenommen, dafl der Ring
als ein Festkorper starr um den gemeinsamen Schwerpunkt rotiert - al-
lerdings ohne einen Stabilitdtsbeweis. CASSINI und der Philosoph und



’ SysTeMA SATURNIUM, 55

Cujus phafeos vera proinde forma , fecundumea quz
fupra circa annulum definivimus, cjufinodierit qualis hic
delincata cernitur, majori ellip(is diametro ad minorem f&
habente fere ut §ad 2.
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Fig. 1.3: Der Planet Saturn und sein richtig erkanntes Ringsystem in der Schrift
»oystema Saturnium“ von Christiaan Huygens aus dem Jahre 1659.

Mathematiker THOMAS WRIGHT (1711-1786) vertreten die neue Hypo-
these, dafl der Ring aus einer sehr groflen Zahl von Teilchen besteht,
die den Saturn als extrem kleine Monde umkreisen. CASSINI postuliert
allerdings eine ausgedehnte Atmosphére des Saturns hinzu, durch welche
die Teilchen herumgefithrt werden sollen. Ein Modell im Rahmen der
Newton’schen Gravitationstheorie existierte somit noch nicht.

Der junge Philosoph IMMANEL KANT (1724-1804) entwickelt 1755 in
seinem Jugendwerk Allgemeine Naturgeschichte und Theorie des Himmels



Fig. 1.4: Die Entdeckung einer Teilung (Materieliicke) im Saturnring durch G.D.
CASSINI im Jahre 1676 (Cassini - Teilung).

eine Meteoritenhypothese, nach der sich Sonne und Planeten aus einer
Wolke kleiner, frei beweglicher fester Teilchen gebildet haben, die sich bei
Zusammenstéfen mehr und mehr verdichten. Unter anderem schreibt er:

So sehen wir einen Raum, der zwischen zwei nicht weit von-
einander abstehenden Fldchen, in dessen Mitte der allgemeine
Plan der Beziehung sich befindet, begriffen ist, von dem Mit-
telpunkte der Sonne an in unbekannte Weiten ausgebreitet,
in welchem alle begriffenen Teilchen, jegliche nach Mafgabe
threr Hohe und der Attraktion, die daselbst herrscht, abge-
messene Zirkelbewegungen in freien Umldufen verrichten, und
daher, indem sie bei solcher Verfassung einander so wenig als
maoglich mehr hindern, darin immer verbleiben wiirden, wenn
die Anziehung dieser Teilchen des Grundstoffes untereinander
nicht alsdann anfinge, seine Wirkung zu tun und neue Bil-
dungen, die der Same zu Planeten, welche entstehen sollen,
sind, dadurch veranlafite. Denn indem die um die Sonne in
parallelen Zirkeln bewegten Elemente, in nicht gar zu groffem
Unterschiede des Abstandes von der Sonne genommen, durch
die Gleichheit der parallelen Bewegungen beinahe in respek-
tiver Ruhe gegen einander sind, so tut die Anziehung der
daselbst befindlichen Elemente von tbertreffender spezifischer
Attraktion sogleich hier eine betrdchtliche Wirkung.

In einer Fuflnote bemerkt er dann weiter:



Der Anfang der sich bildenden Planeten ist nicht allein in der
Newtonschen Anziehung zu suchen. Diese wirde bei einem
Partikelchen von so ausnehmender Feinigkeit gar zu langsam
und schwach sein. Man wiirde vielmehr sagen, daf$ in diesem
Raume die erste Bildung durch den Zusammenlauf einiger
Elemente, die sich durch die gewohnlichen Gesetze des Zu-
sammenhanges vereinigen, geschehe, bis derjenige Klumpen,
der daraus entstanden, nach und nach so weit angewachsen,
daf$ die Newtonsche Anziehungskraft an ihm vermdgend ge-
worden, thn durch seine Wirkung in die Ferne immer mehr
zu vergroflern.

Interessant ist jetzt seine Diskussion zur Stabilitdt des Saturnringes,
von dem er natiirlich annimmt, dafl er aus zahllosen kleinen Teilchen
besteht. Er muss hier erkléren, warum nicht auch der Saturnring sich in
ein Satellitensystem aufgelost hat. Er sagt:

Der Mechanismus der erzeugenden Bewegung des Ringes fihrt
auf eine Bestimmung, die denselben vermittelst eben der Ur-
sachen, die ihn zerstoren sollen, in einen sicheren Zustand
versetzt, dadurch dafl er in etliche konzentrische Zirkelstrei-
fen geteilt wird, welche wegen der Zwischenrdume, die sie
absondern, keine Gemeinschaft mehr untereinander haben.

Die letzten Sétze klingen aus heutiger Sicht sehr modern - KANT war
seiner Zeit hier weit voraus. Man hort schon Anséitze einer gravo - visko-
sen Instabilitdt in differentiell rotierenden Materiescheiben oder Skizzen
eines negativen Diffusionsprozesses, die zu ,Ringletbildung® auf 100 Me-
ter Skalen in Planetenringen fithren kann. Fast meint man bei KANT
schon die Bildung von Spiralfragmenten (,, Propeller-Strukturen®) in der
Scheibe zu horen. All dies ist fiir das Jahr 1755 duflerst bemerkenswert.
Einen Hohepunkt rein theoretischer Analyse zur Dynamik und Stabilitét
selbstgravitierender Materiescheiben im 19. Jahrhundert stellt sicherlich
die Arbeit des jungen JAMES CLERK MAXWELL aus dem Jahre 1859
dar ([19]). Sie entstand als Antwort auf das sogenannte Adams Prize
Essay vom 23. Mérz 1855, welches von J. CHALLIS (1803-1882) und W.
THOMSON (1822-1907), dem spéteren Lord KELVIN, ausgestellt worden
war ([2]). Die Begeisterung fiir diese tiefgreifende Analyse wird beson-
ders durch den damaligen Astronomer Royal G. B. AIry (1801-1892)



Fig. 1.5: Das mechanische Ringmodell von J.C.MAXWELL aus dem Jahre 1859 mit
seiner mechanischen Visualisierung einer g- Wellen-Mode in einem Teilchenring.

ausgedriickt. Er schreibt extra einen Bericht (Review) in der britischen
Zeitschrift Monthly Notices of the Royal Astronomical Society fiir den 10.
Juni 1859. ([?]). Im ersten Abschnitt heift es:

The remarkable essay of which we have given the title was
published in the beginning of the present year. The subject of
it is so interesting, the difficulty of treating it in its utmost
generality so considerable, and the results at which the author
arrives so curious, that we think a brief abstract of it will be
acceptable to the readers of the Monthly Notices.

Sein ,kurzes Referat“, das iiber mehrere Seiten geht, endet schliellich
mit der Bemerkung:
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Fig. 1.6: Eine moderne Animation des Ringmodelles von J.C.MAXWELL mit der
Software Wolfram Mathematica. Durch Einstellen einer positiven oder negativen
Wellenzahl konnen unterschiedliche g- Wellen in threr Bewegung anschaulich ge-
macht werden.

The abstract which we have given will, we think, fully justify
the opinion that the theory of Saturn’s rings is now placed
on a footing totally different from any that it has occupied
before, and that the essay which we have abstracted is one of
the most remarkable contributions to mechanical astronomy
that has appeared for many years.

Die Prophezeiung von G.B. AIRY hat sich bestétigt: Erst hundert Jahre



nach MAXWELL wurden wieder theoretische Arbeiten veroffentlicht, die
sich mit Dichtewellen in Materiescheiben beschéaftigten, jetzt aber zu-
néchst fiir Spiralgalaxien. In den einzelnen Kapiteln wird auf diese Arbeit
immer wieder Bezug genommen werden.

1.2 Die Raumsonden Voyager 1/l und Cassini -
Huygens

Noch im Jahre 1975 kannte man nur den Saturnring als Beispiel einer
Materiescheibe um einen planetaren Korper. Vielleicht war die Exotik
seiner Erscheinung daran schuld, dafl man bei anderen Planeten dhnliche
Materieringe nicht erwartete. So war die Entdeckung des Jupiterringes
durch die Raumsonde Voyager I einem gliicklichem Zufall zu verdan-
ken, wiahrend die Uranusringe 1977 durch eine giinstige Sternbedeckung
festgestellt wurden. Durch neue digitale Empfanger im Infratrotbereich
des elektromagnetischen Spektrums ist es heute relativ leicht moglich,
an jedem Grofiteleskop diese Uranusringe nachzuweisen. Auch erste An-
zeichen eines unwvollstindigen Neptunringes haben sich 1982 durch eine
Sternbedeckung ergeben. Voyager 11 entdeckte dann 1989 ein kompliziert
verésteltes Ringbogensystem, wobei im aiiferen Adams - Ring die drei
sogenannten Ringverdichtungen Egalité, Fraternité und Liberté besonders
auffallig waren. Mit der Zeit scheinen diese Phédnomene aber sehr variabel
zu sein. Im Jahre 2014 wurde sogar um den Asteroiden Chariklo, dessen
Bahn sich zwischen Uranus und Neptun befindet, wiederum durch eine
Sternbedeckung ein System aus zwei schmalen Ringen entdeckt. Am 15.
Oktober 1997 starteten schliellich die beiden Raumsonden Cassini -
Huygens, um eine Langzeitstudie des Ringplaneten Saturn und seiner
Monde durchzufiithren. Der Lander Huygens sollte sogar auf dem Saturn-
mond Titan landen. Am 1. Juli 2004 schwenkte schliefflich Cassini in die
Umlaufbahn um den Saturn ein, und am 14. Januar 2005 landete Huy-
gens drei Wochen nach der Trennung von Cassini auf dem Mond Titan
und sandte 72 Minuten lang Daten und Bilder, die das Verstédndnis iiber
diesen seltsamen grofiten Mond des Saturns deutlich verbesserten. Fiir die
Ringforschung waren besonders die Monate August und September des
Jahres 2009 aufregend, als die Ringe von der Sonne wihrend des Aquinok-
tiums in einem Winkel von nur 0° (also exakt von der Seite) beleuchtet
wurden. Man stellte fest, dass die Ringe des Saturns entgegen fritheren



Fig. 1.7: Der Planet Saturn mit seinem komplexen Ringsystem, aufgenommen
mit der Cassini — Huygens Sonde im Gegenlicht zur Sonne. Bei Cassini — Huygens
handelt es sich um eine Doppelsonde zur Erforschung des Saturn und seiner Monde,
die am 15. Oktober 1997 aufgebrochen war und am 1. Juli 2004 in eine Umlaufbahn
um den Planeten Saturn eintrat. Im Gegensatz zu den Voyager - Missionen ist
mat der Cassini - Sonde eine Langzeitstudie des Ringsystems von Saturn maoglich
geworden.

Annahmen nicht so flach sind wie angenommen. In den Hauptringen,
dessen Hohe man vorher auf etwa 10 Meter abgeschétzt hatte, wurden
grofe Cluster - Formationen entdeckt, die bis zu vier Kilometer hoch
waren. Auch wurden lédngere Formationen entdeckt, die wie Wande bis
zu drei km iiber die Ringebene aufragen und auch schrig zur lokalen
Scherstromung stehen. Grundsétzlich bieten sich drei Modellvorstellun-
gen an, um die dynamische Entwicklung eines Planetenringes als einer
sehr flachen selbstgravitierenden Materiescheibe um einen Zentralkoérper
besser zu verstehen:

o Kinetisches Modell: Man versucht, dafl Vielteilchensystem eines
Planetenringes mit Hilfe der statitischen Mazwell - Boltzmann -
Theorie zu verstehen. Dabei kommt es darauf an, fiir gewisse Ver-
teilungsfunktionen, welche der Boltzmanngleichung gehorchen, Lo-
sungen und Entwicklungstendenzen aufzuzeigen. Zentrales Problem



Fig. 1.8: Der Planet Neptun und sein zeitlich stark variables Ringsystem, hier
gesehen von Voyager II. Die drei Verdichtungen im dufleren Adams - Ring zeigen
seit 2005 dynamische Aktivitdten, die wohl nur durch eine komplizierte Mond -
Ringwechselwirkung mit Selbstgravitation des Ringes erkldrt werden kann.

sind hier die Beschreibung inelastischer St6e zwischen unterschied-
lich grofien Teilchen sowie ihre inneren Freiheitsgrade (Eigenro-
tation). Auch kénnen Anlagerungsprozesse (Agglomeration) eine
wichtige Rolle spielen. Aufgrund der Komplexitdt des Problems
miissen in den meisten Féllen Computersimulationen durchgefiihrt
werden.

e Hydrodynamisches Modell: Man betrachtet den Planetenring
als eine ,Flissigkeit® mit innerer Reibung (Scherviskositit und Vo-
lumenviskositét). Die Stoifrequenz muf} in diesem Bild wesentlich
hoher als die charakteristische Umlauffrequenz sein. Mit Selbstgra-
vitation ist die Scherstromung instabil und neigt zur Ausbildung
von chaotischen ,Spiralwellenfragmenten. Hangt die Viskositéit in
bestimmter Weise von der Dichte ab, treten auf lingeren Zeitska-
len zusétzliche ringférmige Diffusionsinstabilitiaten auf (,Negative
Diffusion®). Bei Gasscheiben ist dieses Modell sinnvoll, bei Plane-



tenringen bleiben die Pramissen umstritten. Analytische Modelle
sind nur in idealisierten, aber wichtigen Fallen moglich.

o Stof3-freies Oszillator-Modell: In diesem idealisierten Modellbild
besteht ein Planetenring zunéchst aus ringférmigen Stromlinien.
Jede Stromlinie ist eine Teilchenkette mit identischen Massen (Clus-
tern), welche im gravitativen Gleichgewichtszustand einen identi-
schen Abstand voneinander aufweisen. Wie in der Festkorperphysik
werden Schwingungen (,Phononen-Wellen*) langs der Kette auf
ihre Stabilitdt beziiglich der Selbstgravitation untersucht. Auch
die Wechselwirkung von zwei Teilchenringen und deren notwendige
Instabilitdt sowie eines Teilchenringes mit einem Kleinstmond oder
von mehreren Ringen kann analytisch mit Hilfe von Eigenwertma-
trizen untersucht werden. Historisch wurde dieses Modell in ersten
Ansétzen schon 1859 von J.C. MAXWELL untersucht. Im Grenzfall
von unendlich vielen Stromlinien geht das Modell rein formal in
den hydrodynamischen Grenzfall iiber.

In diesem Buch soll fast ausschlieflich das Oszillatormodell ausfiihrlich
entwickelt werden. Mit diesem Modell lassen sich auf sicherer Grundlage
genaue analytische Resultate erzielen, mit denen mogliche dynamische
Prozesse in Planetenringen besser verstanden werden, die man aus hydro-
dynamischen Modellen erhélt. Die erzielten Ergebnisse sind zudem eine
theoretische Erweiterung der Dissertation des Verfassern aus dem Jahre
1984. In den letzten dreiBig Jahren sind neue Aspekte hinzugekommen,
die besonders die umstrittene Ring - Mondwechselwirkung und die schwie-
rige Ring - Ring Wechselwirkung betreffen. Besonders das Problem der
Bildung von Spiralwellen, wie sie in den 1990er Jahren an der Universi-
tdt Bonn durch numerische Simulationen an inelastischen Stomodellen
studiert wurden, findet jetzt in der Untersuchung von Eigenwerten be-
stimmter Matrizen eine neue und unerwartete Losung. Entsprechende
analytische und numerische Untersuchungen beispielsweise Auswertungen
waren noch in den 1980er Jahren nahezu unmoglich gewesen.



Fig. 1.9: Die dufere Kante des B-Ringes von Saturn, dynamisch angeregt durch
eine 2:1 Resonanz des Mondes Mimas. Deutlich sind starke Verdichtungen und
gebirgsartige Uberhshungen zu erkennen. Aufnahme im August 2009 (Bild: NASA
PIA11668)



Fig. 1.10: Eine kiinstlerische Vorstellung tiber die mikrophysikalische Struktur
von Planetenringen. Eine spezielle Strukturbildung von Teilchen oder Agglomera-
ten in der Scherstromung des Planetenringes wird hier noch nicht gesehen. Um
aussagekraftige Modelle zu konstruieren, miissen unterschiedliche mathematische
Idealisierungen vorgenommen werden. (Bildquelle: NASA)



Fig. 1.11: FEine kiinstlerische Vorstellung der 1980er Jahre tiber die mikrophysika-
lische Struktur von Planetenringen. Hier wird schon die Ausbildung von ,dynamic
ephemeral bodies“ (,, Propeller-Strukturen®) propagiert, die man als eine spezielle
Form der Mikrospiralstruktur von Planetenringen ansehen kann. Durch die starken
Gezeitenkrifte sind immer wieder andere Teilchen an der Strukturbildung schrig
zur lokalen Scherstromung im Planetenring beteiligt. Auch geht man hier schon von
etnem durch inelastische Stofle sich bildenden ,Monolayer* von grofien Clustern
fiir die Ringscheibe aus. (Bildquelle: W. Hartmann, University Tuscon)



2 Der Teilchenring

Im folgenden Kapitel sollen zunéchst sehr tuiberraschende gravitative
Gleichgewichtfiguren von diskreten rotierenden Teilchenringen dargestellt
werden, die man so im 19.Jahrhundert zur Zeit von J.C. MAXWELL noch
nicht kannte.

2.1 Das reguldre N-Polygon

Das einfachste Modell eines schmalen Planetenringes besteht aus einem
regelméfigen N-Polygon, bei dem sich auf jedem Eckplatz identische
Massenpunkte befinden. Mit dieser Vorstellung wird spéter klar werden,
daf} es keineswegs trivial ist, nur durch gravitative Wechselwirkungen
eine Vielzahl von Korpern, die sich auf nahezu identischen Bahnen um
einen Zentralkorper bewegen, zu einem einzigen Korper (Planeten oder
Mond) zu vereinigen.

Nach der Abbildung (2.1) sei der Abstand der identischen Masseteilchen
mit Masse m von dem Zentralkorper mit R bezeichnet. Der Zentralkor-
per M liege im Koordinatenursprung, der zundchst auch gemeinsamer
Schwerpunkt des Systems sein soll. Da sich die Teilchen gegenseitig gra-
vitativ anziehen, ist nur bei einer bestimmten Rotationsfrequenz 2 des
Teilchenringes dynamisches Gleichgewicht zwischen der Gravitationskraft
und der Zentrifugalkraft gegeben, bei der sich alle Massen in einer Kreis-
bahn um den Zentralkérper bewegen. Sind genau N Teilchen ringférmig
in einem Polygon platziert, so wirkt auf ein Teilchen die rein radiale
Gravitationsbeschleunigung

sin(mn/N)

4R? sin?(mn/N)’ 2.1)

N-1

M
CLR:Gﬁ—FGmZ
n=1

Dabei ist der Abstand r,, der Teilchen im Ring durch
rn = 2 R sin(p/2). (2.2)



gegeben, wenn ¢ den gegenseitigen Winkelabstand der beiden Radiusvek-
toren bezeichnet. Durch Gleichsetzen mit der Zentrifugalbeschleunigung

Fig. 2.1: Beispiel eines Teilchenringes mit acht identischen Punktmassen. Nur
bei einer bestimmten Rotationsfrequenz und unterhalb eines kritischen Massen-
verhdltnisses ist ein derartiges selbstgravitierendes Gebilde im Gleichgewicht und
dynamisch stabil.

erhélt man fiir das Quadrat der Rotationsfrequenz die Gleichung

N-1

. 1
PR*=GM —_— .
r=c Jern; 4sin(mn/N)



Man kann die Rotationsfrequenz €2 auch mit dem Virialsatz der Mechanik
2Fkin+E;=0 (2.4)

berechnen, wobei Ey;, die kinetische Energie des rotierenden Kettenringes
und F, die potentielle Gravitationsenergie des Systems bezeichnet. In
unserem Fall gilt nun

Epin = %mNRm? (2.5)
und
Mm 1 9
Ey=-G—= N -2 Gm N;E (2.6)

Der gegenseitige Abstand r,, ist wieder durch (2.2) gegeben. Mit Hilfe
von (2.4), (2.5) und (2.6) erhdlt man fiir die Rotationsfrequenz des
Teilchenringes im dynamischen Gleichgewicht den Ausdruck

M+ Nm,
o (M2 o

mit m,. als gravitative Effektivmasse der Kettenteilchen. Es ergibt sich
dafiir der Wert

1= 1
e = —_— — . 2»
Me =MYN nz::l sin(mn/N) (28)

Nach (2.7) ist also die Rotationsfrequenz des Teilchenringes und damit
auch seine Dynamik nicht allein durch die Gesamtmasse des Systems
und seiner Geometrie (hier Radius R) gegeben, sondern auch von der
Anzahl N der Teilchen abhéngig. Fiir groffe IV 148t sich die obige Summe
asymptotisch berechnen. Man kann sich dann auf den Fall beschréanken,
dal N eine gerade Zahl ist. Dann kénnen wir schreiben

1 = 1
=m — _—. 2.
Me=MMUN nz::l sin(nmn/N) (29)

Mit Hilfe der EULER - M ASCHERONI Formel ergibt sich asymptotisch

1 2 T
m(Ze'N) - —" 4. 2.1
Z 7m/N = o n<7r€ ) 4anN? (2.10)



und daher fiir die Effektivmasse geniigend genau

me%miln <2e7N> N — oo. (2.11)
2T T
Die Eigengravitation des Ringes ist somit logarithmisch divergent und
ein Grenziibergang in ein fadenartiges Kontinuum mit N — oo ist nicht
moglich. Erst ab N = 473 gilt m, > m. Bei N = 10 ist m./m ~ 2.22.
Man hat hier ein schones Beispiel fir die Tatsache, dafl ein Grenziiber-
gang in ein eindimensionales hydrodynamisches Kontinuum physikalisch
unmoglich ist. Dabei miifite zudem die Dichte der einzelnen Masseteilchen
gegen unendlich gehen. Spéter werden wir sehen, dass auch aus Stabili-
tétsgriinden fiir einen diskreten Teilchenring ein solcher Grenziibergang
unphysikalisch wére.

2.2 Irregulare Ringstrukturen

J.C. MAXWELL hat in seinem Essay von 1859 bei der Untersuchung
eines einzelnen , Teilchenringes®“ aus punktformigen Koérpern vorrausge-
setzt, dafl ihre Masse identisch und ihre Anzahl sehr grof ist. Unter
dieser Pramisse ist sicherlich ein regulires N-Eck (N-Polygon) die einzig
mogliche Gleichgewichtsfigur. Befinden sich aber nur wenige identische
Teilchen im Ring, kénnten auch vollig asymmetrische Verteilungen der
Massen langs der Ringperipherie bei einer bestimmten Rotationsfrequenz
die Bedingungen einer Gleichgewichtskonfiguration erfiillen. Bei zwei
Teilchen in derselben Bahn sind ja die LAGRANGE - Positionen L4 und
L5 dafiir schone Beispiele. Von daher sollen in diesem Kapitel allgemeine
Bedingungen fiir das Gleichgewicht eines rotierenden Ringes um einen
Zentralkorper abgeleitet werden.

Wir werden jetzt zeigen, dafi speziell regelméfige N-Ecke mit gleichar-
tigen Teilchenmassen nicht die einzigen mdoglichen Gleichgewichtsfiguren
mit einer dominierenden Zentralmasse M > mN darstellen. In den Fal-
len N = 2,3,4,5,6,7 und 8 gibt es neben dem reguldren Vieleck als
Gleichgewichtsfigur auch noch Konfigurationen, in denen die Teilchen
mehr auf der einen Hélfte des Ringes bei bestimmten Winkeln platziert
sind. Der entscheidende Unterschied zu den reguldren Féllen ist aber
dann, dafl der gemeinsame Schwerpunkt des Systems nicht mehr exakt
mit dem Mittelpunkt der dominierenden Zentralmasse M iibereinstimmt.



Wir nehmen wieder an, daf§ eine dominierende Zentralmasse M sich im

Fig. 2.2: Die drei mdglichen Konfigurationen fir drei identische Punktmassen auf
demselben Orbit. Nur der einseitige Ringbogen (gelb) kann auch dynamisch stabil
sein.

Koordinatenursprung befindet. Die Positionen der kleinen Ringteilchen
werden durch die Vektoren r(n) beschrieben. Der Schwerpunkt s des
Systems liegt dann bei

s = ﬁ 3 r(n). (2.12)

Fine erste Kraftbilanz kann nun fiir den Zentralkérper aufgestellt werden.



Denn es mufl im Gleichgewicht gelten

N
2, _ r(n)
Ps=Gmy TP (2.13)
n=1
Einsetzen von s fithrt schliellich zu
N N
0 r(n) = (2.14)
n=1 n=1
Fiir jedes Ringteilchen mit der Marke j = 1,2 , N gilt dann entspre-
chend die Gleichgewichtsbedingung
@ [e()—s) = am 9
r(5)]
N
r(j) —r(n)
Gm — 2.15
2 5G) —x0nF (219)
oder mit (2.13)
N
GM _ r(n)
Q- ) r(j)=Gm +
(9 - im0 =6 m L
N
r(j) —r(n)
G —— 2.1
" 2 5G) —xnF (210)

Diese Gleichung multiplizieren wir zunéchst vektoriell mit r(j) und
erhalten die N Beziehungen (j =1,...,N)

N _ N
r(n) xr(j) r(n) % r(j)
Z r(n)F ; lr(j) —r(n)]3 (2.17)

Skalare Multiplikation von (2.16) mit r(j) fithrt dagegen auf

22— OM o S~ x(n) ox())
PO = O L TR
N
() Ex(n) o ()
G G- r@F (215)



Fig. 2.3: Die drei mdoglichen Konfigurationen fir vier identische Punktmassen auf
demselben Orbit. Die stabile Konfiguration ist gelb markiert.

Die Relationen (2.17) und (2.20) sind 2N Bedingungsgleichungen fiir
die 2N unbekannten Vektorkomponenten von r(j) und die zusétzliche
Unbekannte 2. Diese Grofle 148t sich aber dadurch bestimmen, dafl wir
uns auf ein bestimmtes Teilchen mit der Marke j = « setzen und auch
den Vektor r(a) vorgeben. Im Abschnitt iiber die Energiezustidnde gehen
wir darauf noch néher ein. Hier nehmen wir zunéchst an, daf3 alle Teilchen
bei sehr kleinem Massenverhéltnis g = m/M < 1 in nullter Ordnung auf
einem Kreis liegen.



Fig. 2.4: Die drei mdoglichen Konfigurationen fir finf identische Punktmassen

auf demselben Orbit. Die stabile Konfiguration ist gelb markiert.

Wir machen also den Ansatz
r(j) = (R(a) + p 6R(j))e(d) + ...

wo e(j) Einheitsvektoren darstellen und definitionsgeméafl dR(a) = 0
ist. Einsetzen von (2.19) in (2.17) fihrt in nullter Ordnung in p auf die
bemerkenswerten Beziehungen

N

> e

n =1

N
n) xe() =)

n#j

e(n) x e(j)
le(n) —e(j)[*

(2.19)

(2.20)



Fig. 2.5: Die drei mdglichen Konfigurationen fir sechs identische Punktmassen
auf demselben Orbit. Die stabile Konfiguration ist gelb markiert.

Dies sind genau N Gleichungen fiir die N unbekannten Winkel ¢(j) der
Einheitsvektoren e(j) = (cos(e(n)),sin(¢(n))). Durch Einfithrung dieser
Winkel kann die obige Gleichung in die Form

a s sinfp(n) — ()]
8 sinfe(n) — p()] = vt (2.21)
S|

gebracht werden. Aus den obigen N gekoppelten Gleichungen ist sofort zu
entnehmen, dafl man einen Winkel ¢(j) willkiirlich festlegen muf. Denn
wenn ein Satz von Losungen ¢(j) : (j = 1,2,... N) bekannt ist, so ist



Fig. 2.6: Die finf maoglichen Konfigurationen fiir sieben identische Punktmassen
auf demselben Orbit. Die stabilen Konfigurationen sind gelb markiert. Zum ersten-
mal ist die Polygonkonfiguration moglich.

auch
o(j) = (i) +a  j=1,2,...,N (2.22)

eine Losung, wo « einen beliebigen Winkel darstellt. Wir miissen somit
zum Beispiel ¢(1) = 0 vorgeben und verbleiben mit N—1 Unbekannten. Je
nachdem ob N gerade oder ungerade ist, konnen weitere Vereinfachungen
durch Symmetriebetrachtungen durchgefiihrt werden. Sehr einfach ist der
Fall N = 2. Hier ergibt (2.21) fiir den Winkel ¢(2) = ¢ aufler sin(¢) =0



die Gleichung

sin (%) - % (2.23)

mit der Losungen ¢ = 180° und ¢ = 60°. Relativ einfach ist auch noch
der Fall N = 3 zu iiberblicken. H&lt man hier die Position einer Masse
im Ring fest, wihrend die beiden anderen symmetrisch um diese einen
Winkelabstand ¢ einnehmen, so folgt aus (2.21) die Gleichung

8 [sin(p) + sin(2p)] = —0) . Sm@“”)g. (2.24)
[sin (£)]”  Isin(¢)]
Diese schon recht komplizierte Gleichung besitzt nicht nur die Losung
0 = 120°, welche dem gleichseitigen Dreieck entspricht, sondern auch noch
zwel weitere Losungen mit ¢ ~ 47° und ¢ ~ 139° (siche Abbildung 2.2
fiir N = 3). Bemerkenswert ist weiterhin, dafl ab N = 9 die Massenpunkte
im Ring nur noch N-Ecke mit dem Schwerpunkt im Zentrum von M
bilden, wenn man identische Massen voraussetzt ([32],[25]). Wir haben in
den Abbildungen (2.2) bis (2.7) die entsprechenden Gleichgewichtsfiguren
berechnet und dargestellt. Man konnte sie als “gravitative Ringmolekiile”
bezeichnen. Dabei stellen die Falle N = 7 und N = 8 wirklich eine
Strukturisomerie dar, weil in beiden Féllen sowohl die Hufeisenform als
auch die Polygonform stabile gravitative Bindungen darstellen kénnen
([25]). Zudem zeigt das gravitative System die analogen Eigenschaften wie
die eines atomaren Festkérpers aus nur wenigen Atomen: Uberschreitet
die Anzahl der beteiligten Korper im Ring eine kritische Zahl, werden nur
noch regelmdfsige “Kristallstrukturen” gebildet. Die mogliche Existenz
von 2 Korpern auf einer identischen Bahn um einen Zentralkérper hatte
schon der Mathematiker J.L.. LAGRANGE 1772 als einen Spezialfall des
allgemeinen Dreikorperproblems in der Himmelsmechanik ndher unter-
sucht. Die obigen neuen Ergebnisse werfen aber nun die Frage auf, warum
eigentlich jedes “Orbital” im Sonnensystem immer nur mit einem Plane-
ten besetzt ist und nicht mit zweien oder dreien? Im Saturnsystem gibt
es ja tatsdchlich den Fall, wo zwei fast gleich grofle Kleinstmonde sich
auf identischer Bahn um den Saturn bewegen (Janus und Epimetheus).
Offensichtlich hat der Entstehungsprozef} in der protoplanetaren Scheibe
es nicht zugelassen, daf} sich am Ende mehrere planetare Korper auf fast
identischen Bahnen um die Sonne bewegen. Ein Grund hierfiir kénnte
sein, dass einige der obigen Konfigurationen zwar dynamisch stabil, dafiir



’
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Fig. 2.7: Die drei maglichen Konfigurationen fir acht identische Punktmassen
auf demselben Orbit. Die dynamisch stabilen Konfigurationen sind gelb markiert.
Ab N = 9 gibt es nur noch die Polygonkonfiguration.

aber immer sdkular instabil sind (bei Reibung mit dem umgebenden

Scheibengas).

2.3 Die Bindungsenergie eines Teilchenringes

Es ist nun interessant, die Gesamtenergie der N-Teilchenringe bei gleichem
Drehimpuls zu berechnen und zu vergleichen. Sehr einfach gelingt dies fiir
die Polygonfiguren. Bezeichnen wir die Gesamtmasse des N-Teilchenringes



mit m,., so gilt

m, = Nm. (2.25)
Der Drehimpuls des Systems ist dann gegeben durch
L =m, R*Q (2.26)

und es gilt schlielich
L?* = GmZ(M + m,.Sp(N)) R. (2.27)
Die Funktion Sp(NN) ist gegeben durch (siehe (2.8)

N-1

1 1
Sp(N) = — E _—. 2.28
p(N) 4N — sin(7n/N) ( )
Die gravitative Gesamtenergie des Ringes lautet nun
1 M - N
E=-5Gm, (W;”()> . (2.29)

Der positive Betrag dieser Energie ist die Bindungsenergie der speziellen
Konfiguration. Elimination des Ringradius ergibt bis zur ersten Ordnung
in (m,/M)

2372 .,,3

po_LtGMm {1+2(%) SP(N)+...] (2.30)
Wie man anhand dieser Beziehung leicht erkennt, ist bei gleichem Drehim-
puls die Bindungsenergie umso hoher, je hoher die Besetzungszahl N im
Ring ist. Ein Ring kann seine Besetzungszahl N nicht durch Energieab-
gabe bei gleichzeitigem Drehimpulserhalt erniedrigen. Dieser Vorgang ist
nur moglich, wenn er gleichzeitig Drehimpuls abgibt, also kontrahiert und
die Teilchen nach innen wandern. Der allgemeine Fall ist komplizierter.
Der Drehimpuls ist zundchst gegeben durch

L=MQs*+mQ> [r(j) - s]*. (2.31)

=1

Andererseits folgt fiir die Gesamtenergie des Systems

N
_ 71 2.2 7} 2 N 1
E=-;MQ*s® — omQ ;[r(]) s]2. (2.32)
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Fig. 2.8: Die Energieniveaus W (N, e) als Funktion der Besetzungszahl N im
Ring. Im Falle N = 7 erreicht die ,Hufeisenférmige“ Ringstruktur mazimale
Bindungsenergie. Fir N > 8 gibt es nur noch die requldre Polygonstruktur.

Fir das Quadrat der Winkelgeschwindigkeit bis zur ersten Ordnung in p
gilt nun, wenn wir uns auf ein bestimmtes Teilchen setzen,

N
ORRES %(1+#Z[e(n)0e(a)]+

n=1
N
1 1
— _ ). (2.33)
3 2 o) - o),
Dabei haben wir die Vektor - Identitat

1 2

1—e(n)oe(a) = 3 le(n) — e(«)] (2.34)

benutzt. Durch suksessives Einsetzen der Groflen r(j) und § erhalten wir
nun bis zur ersten Ordnung in m,./M fiir die Gesamtenergie des Systems

E(N,e) =

) W(N,e)+.. } : (2.35)



Tab. 2.1: W(N,e) fir N = 2 - 9. Bei gleichem Drehimpuls und Masse hat der
Ring mit N = 7 in der Hufeisenform die hochste Bindungsenergie.

N 2 3 4 5
W(N,ep) | 0.250000 | 0.384900 | 0.478553 | 0.550553
W(N,ez) | 0.500000 | 0.405998 | 0.529006 | 0.616969
W(N,e3) - 0.704335 | 0.816860 | 0.885313

N 6 7 8 9
W (N, ep) | 0.609117 | 0.658504 | 0.701216 | 0.738851
W (N, ez) | 0.674724 | 0.664278 | 0.772553 -
W (N, es) | 0.926791 | 0.666255 | 0.944766 -
W(N, eq) -
W(N, es)

0.684732 - -
- 0.947514 - -

wobei die Funktion W(N, e) durch

1 N N
N—gg ORI (2.36)

gegeben ist. Diese Funktion ist proportional der gravitativen Wechsel-
wirkungsenergie der Ringteilchen untereinander. IThr Wert ist abhéngig
von der Anzahl der Teilchen im Ring sowie von der betrachteten Kon-
figuration. In den folgenden zwei Tabellen sind die numerischen Werte
der Funktion W(N,e) fiir die unterschiedlichen Konfigurationen und
fir N = 2 bis N = 9 berechnet. Die Polygonlésungen haben immer
den niedrigsten Wert, wéhrend die Hufeisenkonfigurationen jeweils den
hochsten Wert einnehmen. Zudem tritt das Kuriosum auf, dafy von allen
Hufeisenlosungen bei gleicher Gesamtmasse der Ringteilchen und glei-
chem Drehimpuls diejenige mit N=7 energetisch den giinstigsten Wert
einnimmt.

Es wird nun auch klar, daf§ es im Allgemeinen ohne Drehimpulsverlust
nicht mdglich ist, die Besetzungszahl im Ring bei Massenerhaltung um
eins zu erniedrigen. Insbesondere der Fall N = 1 hat die niedrigste
Bindungsenergie.



2.4 Irregulare Massenverteilungen

Es ist leicht, die statischen Gleichgewichtsbedingungen eines rotierenden
N-Teilchenringes mit identischen Massen auf den allgemeinen Fall von
irreguldren ungleichen Massen zu verallgemeinern. Voraussetzung ist
nur die extreme Kleinheit der Gesamtmasse des Ringes gegeniiber der
Zentralmasse. Bezeichnet man die einzelnen Massen im Ring mit m,,, so
folgt mit (2.21) jetzt allgemeiner fir j = {1,..., N}

83 m sinfi(n) — ()] = 3 my, SHEL LUy 57

. 3"
n=1 wZy  |sin [MH

Wir haben somit N gekoppelte nichtlineare Gleichungen zur Bestimmung
der N Winkelpositionen der Teilchen im Ring. Das System kann nur
iterativ numerisch gelést werden, wobei man als Startwert bequem die
regulére Polygonlésung nehmen kann. Im Prinzip kann jede gefunde-
ne Losung wieder um einen beliebigen Winkel gedreht werden. In den
Figuren (2.9) und (2.10) sind zwei Beispiele fiir derartige irregulére Mas-
senstrukturen bildlich dargestellt. Generell kann man sagen, daf} je grofer
eine isolierte Masse aus ihrer Umgebung herausragt, desto mehr dréngt
sie die kleineren Teilchen von sich weg. Sind dagegen alle Ringteilchen in
einem engeren Massenspektrum eingegrenzt, so ist die Massendichte pro
Lénge in etwa konstant. Kleinere Teilchen stehen etwas enger, grofiere
entsprechend etwas weiter auseinander.

Das Problem der dynamischen Stabilitdt wurde schon in der Literatur
fiir einige Spezialfélle ausfiihrlich untersucht. Wir interessieren uns nun
fur diskrete idealisierte Teilchenringe mit identischen Massenpunkten
und sehr hohen Besetzungszahlen N. Die Teilchen haben dann gleichen
Abstand und es ergibt sich zwangslos die Frage, welche Schwingungen
oder Wellen sich in einer solchen Teilchenkette (,,Oszillatorkette®) bei
kleinen Auslenkungen aus der Ruhelage entwickeln kénnen. Dies soll der
Hauptgegenstand dieses Kapitels sein.



Fig. 2.9: Ein Ring aus 32 ungleichen Punktmassen mit einer Variationsbreite von
1:10 im rotierenden Gleichgewichtszustand. Deutlich ist zu sehen, daf8 die Abstinde
der ungleichen Teilchen nahezu proportional threr Massen sind. Die Massendichte
pro Lange bleibt somit nahezu konstant.



Fig. 2.10: Die Struktur eines Teilchenringes aus ungleichen Massen, wenn eine
Masse wesentlich grofer als alle anderen ist. Es bildet sich eine ,hufeisenférmige“
Verteilung, wobei die grofie Masse die kleineren von sich wegdrdangt.



3 Wellenmechanik eines
Teilchenringes

Wir haben im vorhergehenden Kapitel fiir sehr niedrige Besetzungszahlen
im Bereich 2 < N < 10 statische Gleichgewichtskonfigurationen fiir
rotierende Ringe mit identischen Massen betrachtet. Nun wollen wir
annehmen, dass die Teilchenzahl im idealisierten Massenring sehr grofl
ist und ihre Absténde identisch gleich d sind.

3.1 Bewegungsgleichungen einer Teilchenkette

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Bewegungsgleichung eines
Massenpunktes, dessen Bahn nur sehr wenig von einer Kreisbahn abweicht.
Der Planet soll kugelférmig sein und eine Masse M besitzen. Dann betragt
die Winkelgeschwindigkeit in der Kreisbahn

_GM

2
0= T

Nach Fig. (3.1) fithren wir jetzt kleine Verschiebungen &, 7, ¢ in radialer,
tangentialer und vertikaler Richtung ein. Die allgemeine Bewegungsglei-
chung eines extrem kleinen Massenpunktes mg mit mg < M um den
Zentralkorper M lautet mit

rt] = {«[t], y[t], =[¢]} (3.1)
nach NEWTON

r



Fig. 3.1: Die Abweichung von einer Kreisbahn wird durch die sehr kleinen Ver-
schiebungen & und n in radialer wie tangentialer Richtung von der ungestorten
Position beschrieben. £ > 0 bedeutet eine Verschiebung nach auffen, n > 0 eine
Verschiebung in Rotationsrichtung ladngs der Kreisbahn. Der Rotationssinn wird
hier gehen den Uhrzeigersinn angenommen.

Als Abweichung von einer exakten Kreisbahn betrachten wir nun die
Funktionen

z[t] = (R+E[t]) cos [Qt—i— %] ,
ylt] = (R+E[t]) sin [Qt—l— %} ,
2t = (e

Werden diese Funktionen in die Bewegungsgleichung eingesetzt und bis
einschlieBlich erster Ordnung in &, n, ¢ entwickelt, so erhalten wir in der



sogenannten Hillschen Approximation die drei linearisierten Bewegungs-
gleichungen

£-200-302¢=0; #+2Q6=0; +Q*°¢C=0 (3.3

fiir kleine Abweichungen von einer ungestorten Kreisbahn im rotieren-
den Koordinatensystem. Deutlich ist hier der Coriolis-Term und ein
Gezeitenterm 3 Q2 ¢ im rotierenden System zu erkennen.

Ohne gravitative Wechselwirkung der Teilchen untereinander gilt fiir
jedes Teilchen in einem Ring diese Bewegungsgleichung. Doch nun miissen
wir noch diese gravitative Wechselwirkung mit einbeziehen. Um die
Untersuchungen nicht unnétig zu verkomplizieren, soll der Kettenring
mit N >> 9 durch eine lineare, beiderseits ins Unendliche gehende
gerade Teilchenkette ersetzt werden. Dieses Vorgehen ist sicherlich erlaubt,
solange die Teilchenzahl im Ring sehr grofl (N > 1000) ist und die
gravitative Kopplung zwischen den Teilchen im Ring mit dem Quadrat
der Entfernung abnimmt. Wir betrachten also eine unendlich ausgedehnte
gerade Teilchenkette, welche aus identischen Massen mg mit identischen
Abstédnden d besteht. Es soll ein lokaler Ausschnitt aus einem rotierenden
Teilchenring darstellen, dessen Kriimmung man vernachléssigt und an
beiden Enden in das Unendliche erstreckt. Die positive & Achse zeige nach
auflen, die positive 7 Achse tangential in Richtung der Rotationsbewegung
und die positive ¢ Achse in Richtung des Drehimpulsvektors (Hill’sche
Approzimation). Zwei benachbarte Teilchen der Masse mg ziehen sich
dann mit der Gravitationskraft

Gm3
F[d] _ d2 0

an. Im allgemeinen Fall beliebiger Auslenkungen lauten dann die Kraft-
bilanzen in allen drei Koordinatenrichtungen fiir ein Teilchen der Marke
n mit nur seinen beiden nédchsten Nachbarn

Fld]

(3.4)

Fe = a (Ens1— 28 + 1) (3.5)
Fy = F'ld] as1 =200+ 10-1) (3.6)

Dabei ist F'[d] = —2Gm2/d3. Da die gravitative Wechselwirkung im



Fig. 3.2: In der Ruhelage haben alle Ringteilchen in unserem idealisierten Modell
den gleichen Abstand d. Kleine Auslenkungen aus diesen Ruhelagen sind in der
zweiten Graphik verdeutlicht. Der Umlaufsinn in den kleinen ,Ellipsen® ist entge-
gengesetzt zum Umlaufsinn des Ringes um den Planeten. Entscheidend ist hier
weiterhin, daf$ die differentiellen Auslenkungen benachbarter Teilchen kleiner als

ihr Abstand d bleiben.
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Prinzip eine unendliche Reichweite hat, lauten mit dem ,,Dichteparame-
ter mo

0= 3 (3.8)
die linearisierten Bewegungsgleichungen fiir die kleinen Auslenkungen
xj,y; und z; eines Teilchens der Marke j = 0 aus der Ruhelage (Hill’sche

Approzimation)

(oo}
. - _;
£y 29, - 3076, - Go) Sl o (30)
j=1
. e — + .
i+ 206, +2G0 Y Jﬂ" =i _o,  (3.10)
j=1
. g — 2 e
Co+ Q¢ —Go) bt f; Tosi g @31
j=1

Fiir alle Teilchen der Marke n gelten dieselben Bewegungsgleichungen.
Deutlich ist der Coriolis-Term zu sehen. ) ist hier die lokale Umlauffre-
quenz (Keplerfrequenz) der Teilchen, die im Falle eines Keplerfeldes gleich
der Epizykelfrequenz der Teilchen ist. Die obigen Gleichungen stellen
ein gekoppeltes lineares System von Differentialgleichungen - genauer
Integrodifferentialgleichungen - dar. Sie gelten fiir eine freie unendlich
ausgedehnte gerade Kette ohne duflere gravitative Stérungen.

3.2 Die Dispersionsrelationen

Die Losungen der drei linearen Gleichungen (3.9, 3.10) und (3.11) sind
fortschreitende Wellen, wobei die Frequenz w dieser Wellen in bestimmter
Weise von der Wellenlédnge (Wellenzahl k) abhéngt. Wir machen den
komplexen Ansatz

Sn [t] _ Cl el (knd+wt)
mlt] = Cherhmdted (3.12)
Gltl = Cyertndeen

wobei k = 27/ die Wellenzahl, A die Wellenlinge und w die Kreisfre-
quenz der Welle (Eigenfunktion) bezeichnen. Die Vorzeichen sind im



Wellenansatz so definiert, dass bei positivem w und positivem k die
Phase (z.B. der ,Wellenberg®) der Welle riickwérts fortschreitet. Die
Welle bewegt sich also dann in Richtung kleiner werdender Marken n
- also gegen die Rotationsrichtung des Ringes. Die Groflen Cp,Cs und
Cs bezeichnen komplexe Konstanten, deren Gréflen fiir die freien Wellen
(Eigenschwingungen) unbestimmt bleiben. Damit die Verschiebungen
reell sind, muss spéter der Realteil dieser Groflen genommen werden.
Anwachsraten moglicher linearer Instabilititen sind dann durch S[w] < 0
gegeben.

Die ersten beiden Gleichungen (3.9) und (3.10) sind gekoppelt, wihrend
die die dritte Gleichung (3.11) isoliert dasteht. Durch Einsetzen von ([n]
aus (3.12) in (3.11) erhilt man sofort die Dispersionsrelation fiir Wellen
senkrecht zur Ringebene zu (o = Gmg/d?)

wi =0 + GoS[kd). (3.13)

Die neue Funktion S[x] ist definiert durch (x = kd)

Sl = 4§:sm [7k/2] _Zzlcjos[]n]
= 2 [3} 2%{L13[ S (3.14)

Das Symbol R bezeichnet den Realteil und die Funktion Lis[x] den
sogenannten Trilogarithmus vom Argument k. In der Sprache der Fest-
korperphysik ist an der Brillouingrenze k = w

7
S[n] = 3 ¢[3] (3.15)
und es gilt fiir kleine x die Reihenentwicklung

el
S[k] = (2 - ln[m]) tiat (3.16)

Bei vorgegebener Wellenzahl & bestimmt so die Dispersionsrelation (3.13)
die Wellenfrequenz w der transversalen Biegewellen senkrecht zur Ringe-
bene.



Fiir die kollektiven Schwingungen der gekoppelten Oszillatoren in
der Ringebene sind die beiden Gleichungen (3.9) und (3.10) relevant.
Einsetzen des Wellenansatzes (3.12) fithrt auf das System

Cy (—w? + GoSlkd] —3Q%*) 4+ Cy (—2:1Qw) =0, (3.17)
Oy (21Quw) + Cy (—w? —2GpS[kd])) = 0.
Nicht verschwindende Losungen kénnen nur dann existieren, wenn die De-

terminante des Systems (3.17) gleich Null ist. Aus dieser Bedingung ergibt
sich fiir die Wellen in der = — y Ebene die wichtige Dispersionsrelation

w* — (2% — GoSlkd]) w? + 6G o Q?*S[kd] — 2G*¢* S[kd]* = 0. (3.18)

Es ergeben sich zwei Dispersionszweige fiir die p-Moden und die g-Moden
in der Gestalt

w2 = % (9 — GoSlkd]) —

P . (3.19)
5\/94 — 26 GoQ2S[kd] + 9 G2 0?S[kd)?
und )
w? == (9% — GoS[kd]) +
g 2 ( 0 [ ]) (3.20)

1
5\/94 — 26 GoQ2S[kd) + 9 G202S|kd))?

Im Grenzfall £ — 0, also fiir grole Wellenléngen, ergeben sich daraus mit
den Biegewellen die Ndherungen

w2 = 6GTK? <§—ln[kd]>+...

p
wi = P -TGTE <g—1n[kd}>+... (3.21)
w = QP4+ GTE? (Z—IH[kd])—&—...

wobeil 7 = m/d die Liniendichte (Masse pro Lénge) der Teilchenkette
(Ringkette) bedeutet. In Analogie zur Festkorperphysik oder zur Theo-
rie der Sternpulsationen wollen wir w,, den akustischen Ast (p - Mode)
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Fig. 3.3: Die drei Dispersionszweige des selbstgravitierenden N-Teilchenringes.
Der Parameter Go/Q? betrigt hier 0.009. Ein lineares Stabilitdtskriterium bestimmt
als obere Grenze fir diese Zahl den Wert ~ 0.0092669. Der Index ,p“ bedeutet hier
den akustischen Ast (pressure mode), der Index ,,g“ den gravitativen Ast (gravity
mode). Fiir die ,Biegewellen® gilt nahezu w? ~ Q2 (3.13).

und wy den gravitativen Ast (g - Mode) nennen. In Fig.(3.3) sind die
drei Dispersionszweige graphisch veranschaulicht. Der kritische Kopp-
lungsparameter Go/Q? betriigt hier 0.009. Da die Frequenz positiv oder
negativ sein kann, die Wellenzahl k aber positiv definit sein soll, kann
die Phasengeschwindigkeit w/k einer Welle sowohl positiv wie negativ
sein. Dichtewellen konnen sich also sowohl mit der Rotationsrichtung als
auch entgegengesetzt lings des Ringes bewegen. In Fig. (3.4) ist der ent-
sprechende Fall fiir Go/Q? = 0.01 dargestellt, der im Kurzwellenbereich
schon , Instabilitdten® zeigt.

Da bekanntlich die Ansétze (3.12) invariant gegentiber der Transforma-
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Fig. 3.4: Die drei Dispersionszweige des selbstgravitierenden N-Teilchenringes
fiir den 1iberkritischen Fall. Der Parameter Go/Q? betragt hier 0.01. Oberhalb
einer bestimmten Wellenzahl ist der Teilchenring nun instabil und die Frequenzen
der ,p“ und ,,g“ Moden werden in der Umgebung der ,,Brillouin-Zone“ k = 7 /d“
identisch.

tion k' — k + 27 /d sind, kann man sich bei der Wellenzahl & auf einen
Bereich - -

——<k< = 3.22
beschranken (in der Sprache der Festkorperphysik: Brillouin - Zone).
Bis jetzt wurde auch stillschweigend angenommen, dafi die k - Werte
ein kontinuierliches Spektrum bilden. Fiir eine unendlich ausgedehnte
lineare Punktmassenketten ohne Randbedingungen trifft dies auch zu.
Da sie aber asymptotisch das Verhalten eines Kettenringes beschreiben
soll, miissen aufgrund der Ringtopologie periodische Randbedingungen



gefordert werden. Diese lauten einfach

€W,+N - Sn; Th+N = Tin; CTH-N = CTL (323)

Werden diese Randbedingungen in (3.12) eingesetzt, ergibt sich eine
Gleichung fiir die erlaubten k - Werte zu

exp[t N kd] = 1. (3.24)

N ist hier die Anzahl der Massenpunkte in der Kreiskette. Die allgemeine
Losung der obigen Bedingungsgleichung sind die N-ten Einheitswurzeln

in der Form
2r m

k=2 =

d N’
m ist jetzt die ganzzahlige azimuthale Quantenzahl der Ringwellen'. Da
Nd=2m R ist, wo R den Ringradius bezeichnet, gilt auch

m = {+1,4+2,+3,...} (3.25)

m d

k=— kd=m— 3.26

iy m (3.26)

Der Strecke nd in der idealisiert gedachten geraden Kette entspricht so

in der kreisformigen Ringkette die Strecke R ¢, wobei ¢ den Polarwinkel
vom Planetenzentrum aus bezeichnet. Darum gilt

End=me. (3.27)

Diese Relation wird im iiberndchsten Abschnitt benétigt.

3.3 Das Stabilitatskriterium

Bis jetzt wurde angenommen, daf fiir alle Parameterkombinationen die
Wellenfrequenzen reelle Zahlenwerte darstellen. Fiir die z - Schwingungen
senkrecht zur Ringebene ist dies auch sofort einsichtig (siehe 3.13). Fiir
die Schwingungen in der Bahnebene ist die Situation zunéchst nicht klar.
Die Diskriminante der entsprechenden Dispersionsrelation (3.18) vierten
Grades in w lautet

320"%a S[kd|(3 — a S[kd])(9 a® S[kd]® — 26 aS[kd] + 1)°,  (3.28)

Inicht zu verwechseln mit der Teilchenmasse mg



wobei wir zur Abkiirzung den wichtigen Parameter

Go Gmyg
T2 T2

(3.29)

eingefithrt haben. Ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fir reelle
Eigenfrequenzen der g-Moden und p_ Moden ist dann

9a?S[kd]* — 26 a S[kd] +1 > 0. (3.30)

Daraus folgt die schirfere Bedingung

1
aS[kd < 5 (13 - 4\/10) . (3.31)
Die Funktion S[kd] erreicht ihr Maximum an der Brillouingrenze k =
+n/d. Es gilt dann”

S[r] = = ¢(3), (3.32)

wobei ((s) die Riemannsche Zetafunktion vom Argument s bedeutet.
Damit haben wir mit (3.29) die kritische Bedingung

02 7(13 + 44/10)¢[3]

Erfillt der Parameter « die obige Bedingung, haben der gravitative und
der akustische Ast der Dispersionsrelation (3.18) fiir alle Wellenzahlen
reelle Eigenfrequenzen. Das N-Teilchensystem oder der Teilchenring ist
dann dynamisch stabil.

Fiir einen Teilchenring mit N Teilchen 1483t sich das Kriterium noch
zweckmiBig umformen®. Mit o = mg/d®, Q* = GM/R? sowie Nd = 27 R
gilt anstatt (3.33) auch

= 0.009266903 . .. (3.33)

mg _ Co

— < = N>1 3.34
mit Cp = 1673 /(7(13 + 41/10)([3]) ~ 2.298657 ... .. Diese Stabilitéitsbe-
dingung ist nur dann giiltig, wenn die Teilchenzahl im Ring sehr grofl

2Die Zahl S[r] kann als eindimensionale Madelungkonstante der Kette angesehen
werden
35S0 hat es MAXWELL ausgedriickt



Fig. 3.5: Bei einem stabilen Teilchenring muss nach (3.36) das Verhdltnis aus
Abstand zu Durchmesser der mafigebenden Ringteilchen mindestens 5 : 1 sein. Der
Geophysiker H. JEFFREYS hat 1947 bei seiner Untersuchung zur Konstitution der
Saturnringe auf Grundlage von Mazwell’s Arbeit diese wichtige Bedingung nicht
oder falsch bericksichtigt ([13])

ist. Bei Teilchenzahlen kleiner 10 kdnnen ja, wie weiter oben gezeigt
wurde, asymmetrische Gleichgewichtskonfigurationen auftreten, in denen
der gemeinsame Schwerpunkt immer stéarker von dem Massenzentrum
des Zentralkorpers (hier Saturn) abweichen kann. Das Kriterium (3.34)
wurde zum erstenmal von Maxwell in seinem beriihmten Essay zur Sta-
bilitdt des Saturnringes von 1859 abgeleitet ([19]). Obwohl das Modell
identische Massenteilchen annimmt, diirfte das Kriterium bei ungleichen
Teilchenmassen auch noch anwendbar sein, indem man m jetzt als mittle-
re Teilchenmasse interpretiert. Das Stabilitdtskriterium hat eine wichtige
Konsequenz: Fin extrem schmaler Planetenring ist nur dann dynamisch
stabil, wenn er lings seiner Ringperipherie eine grofle Population von
grofleren Brocken besitzt, welche der obigen Stabilititsbedingung gentigen.
Um eine bessere Vorstellung von den Groflenverhéltnissen zu bekommen,
substituieren wir fiir die Masse mg der Ringteilchen und M des Planeten

Mo X O 75 M o oy RS, (3.35)

Dabei nehmen wir die Korper als kugelféormig mit den Dichten o, und
onm und den Radien r und R, an. Das Stabilitdtskriterium (3.34) lautet

jetzt alternativ
do 2t om R
P v Rl (3.36)
T C,? om Ru

Diese grofien Brocken kénnen von unzahligen kleinen Staubteilchen “um-
hiillt” sein, so dal der Ring aus der Ferne eine scheinbar kontinuierliche
Massenverteilung reprasentiert ([30]). Beobachtungen von Voyager IT am
Neptunring scheinen dieses nur aus der Theorie deduzierte Modellbild
am besten zu verwirklichen ([?]). Die sogenannten “Ringbdgen” in Pla-
netenringen kénnen dabei als eine oder mehrere {iberlagerte p—Moden



interpretiert werden, die von einem kleinen Mond resonant angeregt wer-
den. Gerade in den Ringbogen vom Neptunring hat Voyager 11 grofie
diskrete Materieklumpen entdeckt, welche von einer diffusen Staubhiille
umgeben sind.

Es ist vielleicht noch interessant zu bemerken, dafl unabhéngig vom
Stabilitdtskriterium ein Grenziibergang a — 0 oder N — oo nicht moglich
ist. Der Grund ist in (3.21) zu sehen, wo die Selbstgravitation wegen
In[kd] logarithmisch divergent ist, wéhrend die Liniendichte’ T = m/d bei
diesem Grenzprozess konstant bleiben muss. Natiirlich verbietet auch das
Stabilitatskriterium einen solchen Grenziibergang, da die Gesamtmasse
N myg eines stabilen Teilchenringes wegen (3.34) immer noch von der
Anzahl der Teilchen abhéngig ist.

3.4 Wellenstruktur der g-Moden

Mit der Dispersionsrelation w — w[k d] liegt die ,Wellenmechanik* in kol-
lektiven Teilchensystemen oder Medien fest. Wenn die Wellen stabil sind,
ist nur die Frage der Anregung dieser Wellen noch ein offenes Problem.
Man muss so zwischen freien und angeregten Oszillationen unterscheiden,
denn beide kénnen unterschiedliche Strukturen und Zeitabhéngigkeiten
haben. Allerdings werden wir im Kapitel iiber zwei wechselwirkende Ringe
sehen, dass ein Mond als ein Ring mit nur einem Teilchen angesehen
werden kann und so der Unterschied zwischen freien und angeregten
Schwingungen , kiinstlich“ ist.

Da in den Bedingungsgleichungen (3.17) beim Coriolisterm die ima-
gindre Grofle ¢ eingeht, sind die freien Schwingungen in tangentialer y -
Richtung gegeniiber denjenigen in radialer x - Richtung um die Phase
7 /2 verschoben. Die Eigenschwingungen um die Gleichgewichtspunkte
stellen Ellipsen dar, deren grofie Halbachse im Sinn der Umlaufbewegung
ausgerichtet ist. Fiir das Amplituden - Phasenverhéltnis in der Ellipse
gilt zunéchst fiir beide Moden allgemein

@ B w? +30% — GoSlkd]
Cl - 2Quw
21Quw
w2+ 2GoSkd] (3:37)

Fiir den Grenzfall grofler Wellenlédngen, also £ — 0, gilt fiir die g-Moden



w — £Q und daher o 0
2

— =21—. 3.38

o2y (3.38)
Der Umlaufsinn in der Oszillatorellipse (Epizykel) ist - unabhéngig vom
Vorzeichen der Wellenfrequenz w - immer entgegengesetzt dem Umlaufsinn
der Bahnbewegung um den Planeten. Die obige Fallunterscheidung kann
man vereinfachen, wenn wir |w|x  immer als positiv ansehen und
den Vorzeichenwechsel der Phasengeschwindigkeit der g-Moden auf die
Wellenzahl k abwélzen. Somit gilt fiir die g-Moden

&q[t] = Ccoslknd+ wt]
nlt] = 2C;sin[knd+wt] (3.39)

Hier ist w immer die positive Wellenfrequenz, wihrend k jetzt sowohl po-
sitive wie negative Werte annehmen darf. Mit der azimuthalen Wellenzahl
m folgt alternativ

&, t] =C1 cos[mp —wt]; nle,t] =2C1 sinfme —wt] (3.40)

Die Erscheinungsformen des N-Teilchenringes sollen jetzt in einer komple-
xen Zahlendarstellung beschrieben werden. Fiir die elliptische Bewegung
um den Gleichgewichtspunkt gilt
3 1(me—wt) 1 —1(me—wt)

Elp, t] +nlp, t] = iCle @ - §C1€ ® (3.41)
Eine ungestorte Kreisbewegung eines Teilchens bei der Position ¢ mit
dem Radius R = 1 gegen den Uhrzeigersinn wird dann in einer komplexen
Ebene durch die Formel (€2 > 0)

et (pHt) (3.42)

beschrieben. Diese komplexen Koordinaten erfahren eine Modulation
durch die kleinen Verriickungen (3.41). In guter Naherung gilt dann fiir
die Wellenbewegungen der g-Moden im rotierenden Ring mit Radius 1

o (o01) | ggez (m+1) p—(w—Q)t _ %Eeﬂ«mfl)w(wm N (3.43)

Die Grofle € ist dabei die Exzentrizitdt der einzelnen Teilchenbahn. Der
Realteil und der Imaginérteil bezeichnen dann die x - bzw. y - Koordinaten
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Fig. 3.6: FEine freie g-Mode im Teilchenring mit N = 100 und der Wellenzahl
m = —5, berechnet mit (3.43). Die Phasengeschwindigkeit der Welle ist gegen
den Umlaufsinn der Teilchen gerichtet. Die Verdichtungen liegen in den dufleren
Wellenbiegungen.

im Inertialsystem. In den Figuren (3.6) und (3.7) sind zwei Beispiele fiir
die g-Mode mit den Wellenzahlen m = —5 und m = +5 gezeigt. Fiir
die Winkelgeschwindigkeit der Phase gilt nun in unserer Normierung im
rotierenden Ringsystem

Q, = %; (imRingsystem) (3.44)

Im Inertialsystem mit der Rotationsgeschwindigkeit 2 dagegen folgt
geméaf unserer Festsetzung

£—|—Q w+m
m m

Q_

p =

(imInertialsystem) (3.45)
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Fig. 3.7: Eine freie g-Mode im Teilchenring mit N = 100 und der Wellenzahl
m = +5, berechnet mit (3.43). Die Phasengeschwindigkeit der Welle hat den
gleichen Umlaufsinn wie die Rotationsbewegung der Teilchen. Die Verdichtungen
liegen jetzt in den inneren Wellenbiegungen.

Diese Phasengeschwindigkeit spielt eine wichtige Rolle bei der gravitati-
ven Resonanzanregung dieser Wellen (Orbitalwellen) durch begleitende
Monde innerhalb des Saturnringes. Durch Wechselwirkung mit radial
benachbarten , Ringen* entstehen so mehr-armige Spiralwellen.

3.5 Wellenstruktur der p-Moden

Neben den g-Moden hat der oszillierende Punktmassenring auch noch die
sogenannten akustischen p-Moden. Sie verhalten sich wie Druckwellen in
einem schmalen Rohr mit der Phasengeschwindigkeit (,,Schallgeschwin-



digkeit®; siche (3.21))

o Wy _ 3

Wie man sieht, hingt die Phasengeschwindigkeit schwach logarithmisch

Fig. 3.8: Fine frei angeregte akustische p-Mode mit m = 3 in einem Ring mit
N=100 Punktmassen. Die Eigenbewegung der Tetlchen ist hier nahezu vollstindig
auf die tangentiale Richtung beschrinkt. Dichtewellen dieses Typs sind im Ring
praktisch ,eingefroren und kommen fiir die Deutung von Ringbogen im Neptunring
in Frage. Die Anregung solcher Wellen kann nur durch begleitende Kleinstmonde

geschehen.

von der Wellenzahl ab. Die p-Wellen sind also nur genéhert dispersionslos.



Mit (3.21) und (3.37) folgt fiir das Achsenverhéltnis der Schwingungsel-

lipse
_ [8Go,, (3

Im néchsten Kapitel werden wir zeigen, daf8 die GroBe Go/Q? fiir einen
stabilen Ring kleiner als etwa 10~2 sein muss. In der Néherung kd — 0
sind daher die Schwingungen der Punktmassen in guter Ndherung auf
die tangentiale Richtung beschrankt. Anstatt (3.40) gilt nun

ﬂSDJ] =0
e, t] = Cisin[lo+wyt] (3.48)

G
Cs

In guter Ndherung gilt dann analog fiir die Wellenbewegungen der akus-
tischen p-Moden im rotierenden Ring

~ Re @ oxpy {% ¢ (e‘“ (me—wpt) _ —u(me—wp ”)} (3.49)

€ bedeutet hier zwar das Verhéltnis C7/R, hat aber nicht mehr die
anschauliche Bedeutung einer Bahnexzentrizitdt der Ringteilchen. In
Figur (3.8) ist eine akustische Mode mit m = 3 veranschaulicht. Die
Phasengeschwindigkeit einer solchen Welle im Ring ist sehr gering, so
dass die Verdichtungen dynamisch wie ,eingefroren® erscheinen. Ob
dieser Wellentyp durch einen begleitenden Mond angeregt werden kann,
muss noch genauer untersucht werden. Die Entstehung von Ringbdgen
im Neptunring kann mit Sicherheit auf eine oder mehrere p-Moden
zuriickgefithrt werden. Doch davon in einem anderen Kapitel mehr.



4 Ein Punktmassengitter ohne
Scherstromung

Mit der Losung des N-Teilchen-Ringmodelles kénnen wir zwar verstehen,
weshalb sehr schmale Planetenringe existieren kénnen, doch besonders
der Saturnring ist eher eine Materiescheibe, die - wenn tiberhaupt - aus
zahlreichen eng beieinander liegenden ,Ringen® (,Stromlinien*) besteht,
die zudem noch unterschiedliche Rotationsgeschwindigkeiten aufweisen.
Um eine ersten Uberblick beziiglich der Stabilitatsfrage zu erlangen,
untersuchen wir zunéchst ein rein akademisches Modell eines exakt qua-
dratischen Massengitters, in der die Teilchen in tangentialer und radialer
Richtung gleiche Abstédnde d haben. Die Tragheitskréfte wie Corioliskraft
und Gezeitenkraft sollen die gleichen wie beim Einzelring sein. Bezeich-
nen wir jetzt die drei orthogonalen Auslenkungen &, 1, ¢ der Teilchen aus
ihrer Ruhelage mit den Indizes ny (radiale Richtung) und ns (tangentiale
Richtung), so gelten fiir ein so unendlich ausgedehntes quadratisches
Teilchengitter die Bewegungsgleichungen

5”17“2 —20 ﬁnl,nz -3 QQ 5”1"”/2

/
—25% + 73
=G0 ) 55z Emtiinati — Enims) —
];h (] +,] )5/2 J1,n217J2 2 (41)

/
3 J1 Jo
0 Z (2725/2 (77”1+.71,n2+.72 - 77n1,n2) )

J1,J2 J1 +]2)
o 20 ¢ Go 2]2 . .
Mna,ng T 5”17"2 Z .7 +] 5/2 ("7n1+]1»7l2+]2 - 77”17’”2) -
J1,J2
~ 35
1J2
0 Z 5) 9\5/2 (§n1+j1,nz+j2 - gm,nz)v
J1,J2 (Jl +‘72)

(4.2)
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Fig. 4.1: Die Ruhelage aller identischen Masseteilchen ist hier ein quadratisches
Gitter. Im angeregten Zustand lduft eine Dichte-Welle durch das Gitter, wobei
sich jedes Teilchen gemdfS den lokalen Hillschen Bewegungsgleichungen in einer
Ellipse bewegt, deren Achsen sich wie beim Einzelring in tangentialer zu radialer
Richtung 2:1 verhalten.

!/
o Cn j1,m j2 T Cn R
Cnymo + Q2 Cny e = G Z 1+J1‘2 2+J.22 372 L2 (4.3)
= (Ui +J3)

1,J2
Die Summation erstreckt sich iiber alle Zahlenpaare (41, j2) aufier (0,0).
Fiir die Raumdichte gilt wieder

mo

0= —g.
dg

Man sieht auch hier , dass fiir jedes Teilchen im Gitter dieselben gekop-
pelten Integrodifferentialgleichungen giiltig sind.



4.1 Dispersionsrelationen im Gitter

Spezielle Eigenlosungen der Gittergleichungen sind wieder Wellen der
Form

Eny.n [t] = (G € (kinido+konzdo—wt)
1,n2
My molt] = Coe' (kinido+kanado—wt) (4.4)
Cnyn [t] = (3¢ (k1nido+kanado—wt)
1,m2 7

wobei k; die Wellenzahl in radialer Richtung (£ - Auslenkung) und ko
die Wellenzahl in tangentialer Richtung (n - Auslenkung) bezeichnet. In
der Sprache der Festkorperphysik konnen wir die Wellenzahl auf die erste
Brillowin-Zone

T T

—— <k <4 <ky<+—

o 1 <+ do d 2 -I- o
beschranken. Einsetzen dieser Ansétze in die Bewegungsgleichung fiir die
Schwingungen ( senkrecht zur Gitterebene fithrt auf die Dispersionsrela-
tion in der Form

w —QZ—I—GQZ

J1.J2

1 — et (k1jrdo+kajado)
(J7 +43)3/?

(4.5)

Wir interessieren uns zunéchst fiir den Langwellenbereich, also fiir den
Grenzfall k; — 0 und ks — 0. Wir gehen dabei von den diskreten
Variablen ji, jo zu kontinuierlichen Variablen tiiber und erhalten so ein
Doppelintegral '

i v (k1j1 do+k2j2 do)
w? = + dj1 djs. 4.6
Q/ / j1+] 2y3/2 i1 aj2 (4.6)

—00 —O0

1hier nicht die Gitterkonstante dp mit dem Differential dj1,2 verwechseln



Mit Hilfe von Integraldarstellungen fiir (57 + j2)~'/2 und (57 + j2)~3/2
in der Form

1 17 .
S — —(J3+73) v .
GZ+H72 — Ur /e Ji+d) du;

1 2 oo

1 2 P 7('2+'2)u2

G = ] e

lasst sich dann das obige Integral in ein Dreifach-Integral transformieren.
Nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge erhalten wir mit dem
Betrag der Wellenzahl k = \/k? + k%2 — 0

w? = Q% + 21 Golk|. (4.7)

Dies ist die allgemeine Dispersionsrelation fir Biegewellen, die auch
fiir rein radiale Wellen bei Scherstromung in einer Keplerscheibe ihre
Giiltigkeit behilt. Selbst fiir eine diinne inkompressible hydrodynami-
sche Schicht mit Selbstgravitation ist sie giiltig, was spéater noch gezeigt
werden wird. Die Wellenfrequenz w liegt stets oberhalb der lokalen Epi-
zykelfreqgenz ). Die Grofle o ist jetzt die wichtige Oberflichendichte oder
Sdulendichte der Materiescheibe (Planetenring-Scheibe) und es folgt mit
der Gitterkonstanten d anstatt ¢ = mg/d?

(4.8)

g =

R
d()

Typische Werte fiir den dufieren A-Ring des Saturns liegen bei ~ 50 g/cm?.
Um die wirklichen Dichtewellen im Gitter zu studieren, setzen wir die

Ansétze (4.4) fir &,, ,, sowie 1y, n, in die Bewegungsgleichungen des

Gitters ein. Es folgen die beiden gekoppelten Bedingungsgleichungen

4 (—w2—392—81)+zC’2 (2wQ—283) =0 (49)
C1 2wQ+183)+1Cy (—w®—8S2) = 0. (4.10)



Die unterschiedlichen S; 2 3 Funktionen sind durch die Fouriereihen

I
-2 . )
Silk1, ko] = Go Z it +g?2 (e% (k1jrdo+kzjado) _ 1) ,
J1.d2
—2 ; )
Salki,ka] = Go Z ]52/2 (el(kuldwkzyzdo) _ 1))
1.3 (it +J
1,J2
/
3 , .
Salk1, ko] = Go Z g1 ]25/2 v (k1j1do+kzj2do)
J1,J2 '] +J

definiert. Alternativ gelten auch die Darstellungen

~ 2 /2
Silkike] = —2Go ) G2+ 252 sin[(k1j1do + k2jado)/2]7,
J1,J2 Ji T2
!
2 . . .
Salki ko] = —2Go ) ﬁ sin[(k1j1do + kajado) /2]?,
J1,J2 J1 ‘72
_ . 3]1 ]2 . . . .
S3[k1,k2] = Q Z 5/2 Sln[kljldo} Sln[kgjgdo].
J1,J2

Daraus folgt unter anderem die Vertauschungssymmetrie
S1[k1, ko] = Sz [k, k1]
Wie bei den Biegewellen beschrinken wir uns zunéchst wieder auf den

Limes langer Wellenlingen, also sehr kleiner Wellenzahlen k. Dazu fithren
zunéchst einen Richtungswinkel © der planaren Wellenfront geméfl

= |k| cos[O]; ko = |k|sin[O]

ein. § = 0 bedeutet rein radiale Wellenausbreitung im Gitter, © = £m/2
rein tangentiale Ausbreitung. Mit der integralen Hilfstransformation

oo
1 4 4 *(j2+'2 2
- = ut e ULH) W gy
(Jf +43)52 3vm /
erhalten wir analog wie bei den Biegewellen die Ergebnisse

S1 = 2w Golk| cos[0]%; Sz = 27 Golk|sin[O]? (4.11)



sowie mit einem Minuszeichen

S; = —w Golk|sin[2 ©]. (4.12)

Bemerkenswert an der letzten Funktion S3 ist die Tatsache, dass sie
ihr Vorzeichen wechselt, wenn der Winkel © > 0 (trailing waves) oder
© < 0 (leading waves) ist. Diese Asymmetrie wird fiir die Entstehung
von Spiralwellen in hydrodynamischen Modellen noch eine grofie Rolle
spielen.

Fir die Eigenschwingungen in der Scheibenebene folgt aus der Bedin-
gung, dass die Koeffizientendeterminante von (4.9,4.10) verschwinden
muss, die Dispersionsrelation fiir die Dichtewellen im Gitter

wh— (2% =81 —S82) w? +30%82 + 8182 —S3* =0.  (4.13)

Fiir rein radiale Dichtewellen mit © = 0 ergibt sich wegen So = S35 =0
im Grenzfall grofier Wellenléngen neben dem singuldren Dispersionszweig
w? = 0 der Zweig

w? = 0% — 21Golk|. (4.14)

Gegeniiber den Biegewellen dndert sich bei den Dichtewellen also das
Vorzeichen der Selbstgravitation.

4.2 Das Stabilitatskriterium des quadratischen
Gitters



5 Ein Punktmassengitter mit
Scherstromung

Im vorhergehenden Kapitel haben wir ein statisches quadratisches Punkt-
massengitter untersucht, welches den lokalen Kréften in einer Keplerbahn
unterworfen ist. Das Modell ist aber rein akademisch, denn wir haben
die Scherstrémung der einzelnen Féden ausgeschaltet. Das in der loka-
len Hillschen Approximation eine Scherstromung der Féaden notwendig
stattfinden muss, sieht man an den ungestorten Bewegungsgleichungen

£-207-302¢=0; #j+2Q£=0.
Eine partikuldre Losung dieser beiden Gleichungen ist die Scherstromung

n= _g Q&t; ¢ = constant. (5.1)



6 Wellenmechanik von zwei
scherenden Teilchenringen

Selbst ein schmaler Planetenring wie der F-Ring des Saturns besteht
mit Sicherheit nicht nur aus einer einzigen Teilchenkette oder einem
starren quadratischen Teilchengitter, wie es als idealisiertes Modell im
vorherigen Kapitel behandelt wurde. Trotzdem kommt das Modell des
Einzelringes aus N Teilchen beim ¢ - Neptunring der Wahrheit schon
recht nahe. Aber schon das Problem von zwei einander vorbeigleitenden
Teilchenketten ist mathematisch duerst verwickelt, wie wir jetzt sehen
werden. Ende des Jahres 1857 war J.C. MAXWELL mit genau diesem
Problem der gravitativen Storung von zwei Teilchenringen beschéftigt,
die nahe beieinander mit unterschiedlichen Winkelgeschwindigkeiten den
Saturn umrunden. So schreibt er am 21. November 1857 an P.G. TAIT
(1831-1901):

.1 am now busy with two rings of satellites with different
velocities disturbing one another....

Und in einem Brief an L. CAMPBELL (1830-1908) am 22. Dezember 1857:

I am still at Saturn’s Rings. At present two rings of satellites
are disturbing one another. I have devised a machine to exhibit
the motions of the satellites in a disturbed ring....

Schliefflich in einem weiteren Brief vom 17. Februar 1858 wiederum an L.
CAMPBELL:

... I have not been reading much of late. I have been hard at
mathematics. In fact I set myself a great arithmetical job of
calculating the tangential action of two rings of satellites, and
I am near through with it now. I have got a very neat model
of my theoretical ring, a credit to Aberdeen workmen. Here is
a diagram, but the thing is complex and difficult to draw...



Kurz zuvor, am 7. Februar 1858, schrieb er an R.B. LITCHFIELD: ...For
other things — I have not much time in winter for improving my mind..'

Nach iiber hundert Jahren sind diese schwierigen Rechnungen von der
Wechselwirkung zweier Teilchenringe in der Literatur vergessen, nicht
wiederholt geschweige denn in irgendeiner Arbeit verfeinert worden. Dies
erscheint aber umso wiinschenswerter, weil MAXWELL eine Art Stérungs-
theorie fiir die Wechselwirkung zweier Teilchenringe ohne Kollisionen
angewandt hat und somit nicht im Detail die Dispersionsrelation achten
Grades zwischen der Wellenzahl k& und der Wellenfrequenz w diskutiert
hat oder konnte 2. In Analogie zur Theorie von Plasmawellen in ionisierten
Gasen kann man bei zwei scherenden Punktmassenketten die resonan-
te Zweistrominstabilitit oder Gegenstrominstabilitit bei Uberschreitung
gewisser Parameter erwarten. Auch gehort in diesen Fragenkreis das Pro-
blem der Bildung von Spiralwellen und das sogenannte Anti — Spiral
Theorem von LYNDEN - BELL und OSTRIKER von 1967. Dies besagt: If
a steady state solution of a time — reversible set of equations has the form
of a trailing spiral, then there must be an identical solution in the form of
a leading spiral. However: most observed spirals in galaxies are trailing!
Diese Fragen und andere sollen hier nun ndher betrachtet werden.

Wir betrachten ein orthogonales Gitternetz mit der radialen sowie
tangentialen Gitterkonstanten do und d;. Zwischen zwei identischen
Massenpunkten my mit den Relativverschiebungen

AL =Ej 5, — &0, AN=1j5, — Yoo, Az=2j 5 — 200
existiert dann die gravitative Potentialdifferenz

— Gmo
V- V1 D+ Az)2 4 (jod + Ay)? + (A2)? (6.1)

Die gravitativen Beschleunigungen auf das Teilchen mit Index (0,0) sind

dann durch
oV oV oV

oAz’ oAy 0Nz

(6.2)

!Unter anderem erwiihnt MAXWELL, dass er den Versroman Aurora Leigh (1856) von
E.B. BROWNING (1806-1861) gelesen habe. Bekannt ist heute noch ihre Dichtung:
»2How do I love thee“ (Sonnet 43, 1845).

?Die Dispersionsrelation ist eigentlich eine Gleichung vierten Grades in w?



gegeben. Entwickeln wir die Potentialfunktion bis zur quadratischen
Ordnung in den Koordinatenverschiebungen, so erhalten wir die Beschleu-
nigungen
nD
; 2 —vasz
[(j1 D)? + (j2d)?]
(=2(j1 D)? + (j2d)?) Az —3Ddj1 j2 Ay

gz = GmO

Gm - -
0 [(j1 D)% + (j2 d)?]5/2
und
jad
= G +
9 "G D2 + (o )PP
am (U1 D)2 =2(j2d)*) Ay —3Ddji js Az
[(j1 D)% + (j2 d)?]5/2
sowie
9 = C717n0 Az

(71 D)2 + (2 d)?]/2

Es féllt auf, dass bei den Beschleunigungen g,, g, Absolutterme auftre-
ten, die unabhéngig von den Koordinatenverschiebungen sind. Da beide
Teilchenringe eine Scherung mit der Geschwindigkeit v = —3Q D j;/2
ausfiihren, erfahrt ein Teilchen des einen Ringes durch den anderen Ring
im radialen Abstand D die Beschleunigung

D

Zg’” = Gmo Z D2 + (jod — vt)2]3/2 (6.3)
Jj2=—00
+oo .
Jod—vt
Zgy = Gmo Z D2+ (jod — vt)2]372 (6.4)
J2=—00

Wie man sieht, sind diese Funktionen periodisch zeitabhadngig. Von daher
sollte es moglich sein, diese in eine Fourierreihe zu entwickeln. Dies gelingt
mit der Poissonschen Summationsformel (siehe Anhang). Als Ergebnis
erhélt man

2Gmyg '~ D D vt
Zg“”__'— 7D {1—|—47r2ndK1 {27rnd] cos {27rnd}}




und
n=oo

2 D
Zgﬂ Gmo{4ﬂ-an0 {QWnd} sin{anZﬂ}.
n=1

Das Argument der trigonometrischen Funktionen lasst sich mit der be-
kannten Schergeschwindigkeit v besser als

ZWn%t:?)ﬂ'ngﬂt (6.5)
schreiben. Ein resonanter Term tritt dann auf, wenn die Bedingung
3mnD/d ~ 1 gendhert erfiillt ist. Das Argument 2 7 n D/d der modifizier-
ten Besselfunktion ist dann sehr genau 2/3. Im Folgenden werden wir den
Absolutterm in Y g, nicht berticksichtigen, da er bei zwei Teilchenringen
sehr klein ist und zudem durch eine leicht modifizierte Schergeschwindig-
keit v kompensiert werden kann. Der relevante Storungsterm ist somit in
radialer Richtung

2Gm — D vt
Zgz_ 0{47anK1 [27Tnd] cos {27rnd]}

n=1

Im Falle von zwei Teilchenringen mit D ~ d sind diese direkten Stérungen
sehr hochfrequent (> 37 2) und haben daher auf die Stabilitdtseigen-
schaften und Wellenstrukturen keinen merklichen Einfluss.

6.1 Biegewellen zweier Teilchenringe

Wir beginnen mit der Dynamik von Biegewellen in einem unendlich
ausgedehnten rechteckigen Gitter. Die unterschiedlichen Kopplungen
der einzelnen ,,Oszillatoren® sind hier noch relativ einfach zu verstehen.
Fiir eine einzelne unendlich ausgedehnte gerade Teilchenkette gilt fiir
jedes Teilchen bei kleinen Auslenkungen senkrecht zur Scheibenebene die
identische Bewegungsgleichung
Zo+ 0%z = +G—m 3 —Z” 270 2y
d3 £= 32
j2=1

Man kann sich also auf ein spezielles Teilchen der Marke ne = 0 be-
schranken. Diese Gleichung fiir ein einzelnes Teilchen wollen wir nun



auf ein rechteckiges Gitter mit der radialen Gitterkonstanten D und
der schon bekannten tangentialen Gitterkonstanten d erweitern. Man
erhdlt dann ohne Scherstromung fiir das Teilchen der Marke (0,0) die
Bewegungsgleichungen

’
,.2’.0’0 + 0? 20,0 = Gm Z Ziida T 20,0 3 (66)
J1.32 ( (j1 D) + (j2 d)2)

Der Selbstwechselwirkungsterm (41, j2) = (0,0) muss natiirlich ausgelas-
sen werden. Nun gibt es aber lokal in einer Keplerscheibe eine lineare
Scherstrémung. In tangentialer Richtung verschieben sich also die Teil-
chenketten stindig gegeneinander. Die lokale Scherstrémung mehrerer
Ringe im Abstand D in einem idealen Keplerfeld erfolgt mit der Ge-
schwindigkeit

3 )
V5, = —5 QDjl (67)

wenn j; die nach auflen weisende radiale Marke eines Ringes angibt.
Gegentiber dem Referenzring (Teilchen) j; = 0 bleiben weiter auflen
liegende Ringe zuriick (v < 0), weiter innen liegende Ringe eilen voraus
(v>0).

Mit dieser Setzung lautet die Bewegungsgleichung des Referenzteil-
chens (0,0) in einem differentiell scherenden Feld von beliebig vielen
Teilchenketten einfach

i
%00+ 92200 = Gm Shds — 200 5. (6.8)
ivge (\/(n D)2 + (jd - 3 1 2 D1)?)

Diese gekoppelten Gleichungen fiir die Biegeschwingungen einer scheren-
den rechteckigen ,Teilchen-Membrane* werden im Grenzfall D — 0 eine
spezielle Integrodifferentialgleichung, wie noch gezeigt werden soll.
Jetzt wollen wir die obigen Gleichungen auf genau 2 wechselwirkende
Teilchenringe spezialisieren. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 sollen alle Teilchen
mit Index (j1,0) in radialer Richtung genau nebeneinander liegen. Nun
betrachten wir die Wechselwirkung der Teilchenketten j; = 0 mit dem
néchsten dufleren Partner j; = 1. Mit der Schergeschwindigkeit

v:gQD (6.9)



der beiden Teilchenringe zueinander gilt dann

j2=o00
20,4, — 22 20—
Do+ Qw0 = Gm Y LT Z00TRR L (g)
=1 (j2d)
e z z
1,j2 — 20,0
Gm 2 3
Ja=—00 <\/D2 + (Jjod — Ut)Q)
Tritt derselbe Teilchenring mit einem inneren Ring mit Index j; = —1 in
Wechselwirkung, so gilt stattdessen
= 2055 — 2 20,0 + 20—
20’0 + QQ 200 = Gm Z 0,52 : 0’03 0,—J2 4
jo=1 (J2d)
j2=+o00
Gm Z—1,j2 — 20,0

j2=—00 (\/DQ + (J2d + vt)2>3

Hier ist die Transformation v — —wv zu erkennen. Ohne Bedenken kénnen
wir nun in der letzten Gleichung den ersten Index j; um eins erhéhen
und erhalten fiir den zweiten Ring aufgrund der radialen Invarianz die
identische Gleichung

j2=o00
9 .
:2-170 + Q2 2o = Gm Z 21,52 'ZLO:' 21,—j2 4 (611)
jo=1 (J2d)
j2=+4o00
am 20,j2 — ?1,0

Ja=—00 (\/D2 + (J2d + vt)2)3'

Gleichungen (6.10) und (6.11) sind jetzt die Bewegungsgleichungen der
Biegeschwingungen fiir zwei gekoppelte Teilchenringe. Die erste Sum-
me beschreibt die Intrawechselwirkung des Teilchenringes, der zweite
Summand die Interwechselwirkung zwischen den beiden Teilchenringen.

Um die Gleichungen zu lésen, setzen wir uns zunéchst auf den inneren
Ring und machen den Ansatz

ik jod—wt
20,j2 = Cle[]2 ]7

Z1,jo — C2 e’[ka d—(wtkv) t]. (612)



Durch diesen Ansatz betrachten wir die ,Wellenbewegung® in den beiden
Teilchenketten vom Standpunkt der inneren Teilchenkette aus. Dies wére
dann auch das korotierende Referenzsystem. Durch Einsetzen erhalten
wir fiir die innerer erste Teilchenkette die Normalgleichungen

Gm = 1—cos[kjz d]
PV

c1{ —w?+0%+2

j2=1

e Gm
ey D (T

ja=—00 (\/D2 + (jod — vt)2)

J2=+o00 G m etkl2d—vt)
C2 - Z = O

ja=—00 (\/D2 + (jod — vt)2)3

Die letzten beiden Summen sind fiir den Falle D ~ d im hohen Mafle
zeitunabhingig und koénnen sehr genau durch Integrale der Form

=2
+U2)3/2 dD2

Gm [T du Gm
- -

sowie

zku
Gm/ du3 _ G kDK, kD,
(D2 + u2)*/? i

dargestellt werden. K;[kD] ist eine modifizierte Besselfunktion vom
Argument kD. Die Normalgleichung des inneren Ringes lautet somit
endgiiltig

Gm Gm
2 2

c2 { dGD2 kD Kl[k;D]} (6.13)

Die Normalgleichung fiir den d&ufleren Ring erhélt man durch Vertauschen
der Konstanten ¢; und co und der Transformation w — w + kv. Man



erhalt so entsprechend

Gm Gm
2 2
Gm

Aus beiden gekoppelten Gleichungen folgt eine Dispersionsrelation vierten
Grades in w fiir vier unterschiedliche Arten von Biegewellen.

6.2 Dichtewellen zweier Teilchenringe

Wesentlich schwieriger als das Verhalten der stets stabilen Biegewellen
ist die Struktur und das Instabilitdtsverhalten der Dichtewellen in einem
gekoppelten Zweiringsystem zu verstehen. Hier bewegen sich die Teilchen
nur in der x-y Aquatorebene des Planeten. Auf dem gleichen rechteckigen
orthogonalen Netz mit der radialen Gitterkonstanten D und der tangen-
tialen Gitterkonstanten d lauten dann die Bewegungsgleichungen fiir das
Teilchen mit Index (0, 0), zunéchst wieder ohne Scherstréomung,

/

Fo0 — 20000 — 3 m00=Gm Y

J1,Jd2

D
[(j1 D)2 + (j2 d)?]3/2

+

/
—2(jy D)2 + (j» d)?
+Gm Z (.]1 ) (j2 ) (xj17j2 —1‘070)

2 (1 D) + (2 d)?72
/

3D j1 4o
—Gm : . : (y _y070)7
312;2 [(j1 D)% + (j2 d)?]>/2 j1,92




und

/

.. 3. j2d
flo.o +2Qkg0=Gm Y _ [(j1 D)2 + (j2 d)?]3/2

J1,Jd2
/

emY —2(j2d)* + (j1 D)?
ige (VG DY+ (72 %)

5 (yj1,j2 - y070>

!

3dD j17
~Gm Y N (2,5 — T00)-
J1:32 ( (J1 D)? + (j2 d)2>

Mit Scherstromung lauten diese unendlich gekoppelten Gleichungen er-
weitert

5500—291000—39296‘00:

1D

tGm . -+

le:n [(j1 D)2 + (jod — 2 12D t)?]3/2
/

+sz —2(j1 D)? + (jod — 3 12D 1)?
ivgs (\J(i D2+ (jad = 112 D1)?)

—-Gm /
gz(wlm <d_,mm))

5 (Tj,.4 — T0,0)

3D ji (jod— 3 12 D1)

5 (Yjr.5o — Y0.0) 5

sowie

?300+29i‘00=

Jad
+Gm
];h[JlD) +(j2d — 3 1Q D1)2]3/2
li .
d—351QDt D)?
+Gm Z ( jl ) (]1 ) 5 (yjl»jQ —yo,o)
Py <\/(j1 D)2+ (jod — 7;'191%)2)

3D]1 (]2d7 *jlth)

li
—sz

(xjhﬂé — Zo, )
Jrde <\/(j1D) + (jod — 2 1Q D)2 )5 "




Beriticksichtigt man hier bei der radialen Summation iiber j; nur den
Term mit j; = 0, so erhdlt man wieder die zwei Bewegungsgleichungen
einer einzigen Mazwellschen Kette.

Im néchsten Schritt betrachten wir wieder zwei isolierte Teilchenringe
mit Scherstromung im Abstand D. Zunéchst betrachten wir nur die
Wechselwirkung der Teilchenkette j; = 0 mit der &ufleren Teilchenkette
j1 = 1. Aus den obigen Gleichungen erhalten wir dann

Fo0 — 20,0 — 3Q% w0 =

+

o0
Gm S Tt = 2T0.0 + T0.—jy
d3 j3
j2=1 2

X 2D+ (jod —vt)?

5
Ja=—00 (\/D2 —+ (jgd*’l)t)Z)
= 3D (jod —vt)

Ja=—00 (\/D2 + (jad — Ut)2>
Jo0 +2Qd00 =

+Gm (T1,5, — To,0) —

—-Gm

5 (Y15, — Yo,0)), (6.15)

9 Gm i Y0,4j> — 2Y0,0 + Y0,—j,
PE 73
j2—=1 2
400 . 2 2
—2(jod—vt D
rom Y 2ladovt A D7
= (VD2 F (od—v1)?)
= 3D (jod—vt)

3= (VDP T (ad—01)

(Y1,5. — Y0,0)

—-G'm (71,5, — Z0,0) (6.16)

Im néchsten Schritt betrachten wir spiegelbildlich die Wechselwirkung
der ruhenden Teilchenkette j; = 0 mit dem nédchsten inneren Nachbarn



j1 = —1. Fiir diesen Fall folgt aus den obigen Gleichungen

o0 — 20,0 — 3% x00 =

o0
Gm Z To,+j, — 2%0,0 + To,—j, n

43 -3
j2=1 J2

X 2D%4 (jod+vt)?
ja=—00 (\/D2 + (j2d+vt)2)
= 3D (jod+uvt)
i (VD2 H (G2 d+ vt)2>5

Jo0 +2Qd0,0 =

+Gm

5 (T-1,, — T0,0)

+Gm

(1171,]'2 - yo,o)),

o G Yo, — 2800 + Yoo
s Z j3
j2=1 2

X —2(jad+vt)? + D2

Ja=—00 (\/l)2 + (]2 d+ ’Ut)Z)
= 3D (jod+vt)
5
Jamoo (\/DQ ¥ (jzd+vt)2>

+Gm

5 (yfl,jg ~%0,0)

+Gm

(T-1,4, — 0,0)

Durch die Translation j; — j; + 1 erhalten wir schliellich die beiden



Bewegungsgleichungen des dufleren Teilchenringes zu

P10 —2Q01,0 —3Q% 210 =

oo
Gm S Dot 2x1,0 + %1,

+d3

+
j2=1 J2

X 2D+ (jod+vt)?
5
Ja=—o00 (\/D2+(j2d+’l}t)2)
R 3D (jod+vt)
5
j2=—00 (\/D2+(j2d+vt)2)
§10+29331o=

+Gm

(T0,j, — 1,0)

+Gm (Yo, — Y1,0)), (6.17)

Gm Z Yl 4js — 2y10+y1 —ja

jo—1 J2
+oo . 2 2
—2 d+vt)*+ D
+Gm Uz ) 5 (0,5 — ¥1,0)
ja=—o0 (\/D2 + (J2d + 'Ut)2>
+oo .
3D (jod+ vt

+Gm (]2 ) 5 (.130,]‘2 — .131,0) (618)

ja=—00 <\/D2 + (jod + vt)2)

Die vier gekoppelten Gleichungen (6.15,6.16), 6.17) und (6.18) bestim-
men vollstdndig die Wellenmechanik von zwei gravitativ gekoppelten
Teilchenringen.

Um sie zu l6sen, gehen wir wieder in das Referenzsystem des inneren
Ringes und machen mit den komplexen Konstanten a;,b; und ag, bg
den Wellenansatz

:E(O ]2) = ay ez[ka d—wt]’
y(0,j2) = byetlhid=wl
l‘(l ]2) = a, e'L[kjg d—(w—i—kv)t],
(1 32) _ bz ez[ka d—(w+kwv) t]. (619)

Die Phasengeschwindigkeit v, = w/k der so betrachten Wellen bezieht
sich hier im Scherstrémungsfeld auf die Position des inneren der beiden



Teilchenfdden. Die Wellenzahl k ist die tangentiale Wellenzahl lings
der beiden Punktmassenketten. Mit dem obigen Wellenansatz wird also
eine Wellenmode mit der tangentialen Wellenzahl k gesucht, die bis
auf eine zeitlich konstante Phasenverschiebung gleichzeitig durch beide
Teilchenketten lauft. Obwohl nur zwei Teilchenketten vorliegen, kénnte
man hier schon von einer spiralférmigen Dichtewellenmode sprechen,
wenn es eine kleine Phasenverschiebung zwischen den beiden komplexen
Konstanten a; und as oder auch by und bo gibt.
Mit den Abkiirzungen

w_(k) = w,
wilk) = w4k, (6.20)
wo v die Schergeschwindigkeit der Teilchenketten gegeneinander bedeutet,

fiihrt der obige Wellenansatz mit den Bewegungsgleichungen zu den vier
Bedingungen
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Die unendlichen Summen {iber jo sind zeitlich fast konstant. Mit Hilfe der
PoissonN’schen Summationsformel lésst sich zeigen, dass diese Summen
durch ein Integral approximiert werden kénnen, wiahrend die Korrektur
eine hochfrequente Schwingung (Frequenz ein vielfaches von 37 Q D/d)



mit exponentiell kleiner Amplitude darstellt. Also gilt im zeitlichen Mittel
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Die Integrale kénnen durch modifizierte Besselfunktionen der Form
K, [k D] dargestellt werden. Man erhilt so die erste Bedingung

1 Gm 2Gm,
{—(w — gkv)? =307 + d3° S[kd] — dD,f} ay

1
+{2Q(w—2kv)} 1by +

2 Gmo
d D?
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2 Gmo
d D?

(kD)? Kl[kD]} 1bg = 0. (6.21)



Fiir die y - Bewegung des inneren Teilchenringes erhélt man zunéachst
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ek du s by = 0.

Die Integrale kénnen im Allgemeinen wieder auf modifizierte Besselfunk-
tionen zuriickgefiihrt werden und es gilt die zweite Bedingungsgleichung

{QQ(w ;kv)} a; +

{—(w - %/-w)? - 22’3”(’5%(1]} by +
{—25;0 (k‘l))2 Kl[kD]} az +
{—25;0 (kD)? Ko[kD]} by = 0. (6.22)

Die beiden anderen Bedingungsgleichungen fiir den dufleren Ring kénnen
offenbar dadurch gewonnen werden, indem man aj, by mit az, bg ver-
tauscht und rein formal den Wellenvektor k& — —k transformiert. Auf diese



Weise erhélt man fiir den dufleren Ring die beiden Bedingungsgleichungen

2G
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(6.23)

(6.24)

Die vier Bedingungsgleichungen (6.21), (6.22), (6.23) und (6.24) defi-
nieren die vollsténdige Wellenmechanik der beiden Teilchenketten mit
Scherstromung. Die vier Bedingungsgleichungen stimmen allerdings im
Detail nicht exakt mit denen von MAXWELL in seinem Essay von 1857
iiberein. Siehe hierzu auch die Fufinote in dem Buch Mazwell on Saturn’s

Rings auf Seite 130 ([2]).

Die obigen Bewegungsgleichungen fur die x (radial) - und y (tangential)
Auslenkungen enthalten je zwei Beschleunigungsterme, die genau der
Bemerkung von Maxwell beziiglich der Wechselwirkung von zwei Ringen

entsprechen:
o Radial force due to radial displacements.
e Radial force due to tangential displacements.

e Tangential force due to tangential displacements.
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Fig. 6.1: Die drei wichtigen Funktion fiir die Wechselwirkung zwischen zwei Ringen
als Punktion von k = k D. Uberschreitet das Ringpaar eine kritische Dichte, setzten
zwet unterschiedliche Instabilititen ein, dessen kritische Wellenldnge durch das
Maximum der ersten beiden Funktionen gegeben ist.

e Tangential force due to radial displacements.

Bevor der Fall von unendlich vielen wechselwirkenden Teilchenketten
untersucht werden kann, mussl zunédchst das Problem von genau zwei
scherenden Teilchenketten genauer betrachtet werden. Denn nur die-
sen Fall hat MAXWELL 1859 in seinem Essay genauer betrachtet und
unvollstédndig gelost.

Die gegenseitige Beschleunigung von zwei geraden Punktmassenketten
im Abstand @ mit der Liniendichte 7 = m/a ist

+oo
ds 2G'T
GT / (\/m)g/z = p . (625)

— 00

Fiir die Schergeschwindigkeit der beiden Teilchenketten im Abstand a

gilt dann genau
Go

3



wobei zur Abkiirzung wieder o = m/a® gesetzt wurde. Aus der obigen
Relation entnimmt man, dass bei Go/Q? = 1/2 die Scherstrémung der
beiden Materieketten Null wird und sich bei noch gréoflerem Wert sogar
umkehrt. Damit eine einzelne Teilchenkette stabil ist, mufl dieser Parame-
ter Go/Q? aber kleiner als 1072 sein. Zunichst soll der Korrekturfaktor
durch die Selbstgravitation in (8.40) vernachlédssigt werden, doch spéter
in der Dispersionsrelation beriicksichtigt werden.

6.3 Die jet-stream Hypothese von H. Alfvén



7 Die Mond-Teilchenring
Wechselwirkung

Das im vorhergehenden Kapitel behandelte Modell zweier Teilchenringe
kann auf den Fall spezialisiert werden, wo ein Teilchenring zu einem
einzigen Mond ,entartet®. Dabei wird im dufleren oder inneren Ring der
Teilchenabstand dem Bahnumfang der Mondbahn gleichgesetzt. Jedes
Teilchen in diesem ,,Mondring“ entspricht dann dem Mond und seinen
unendlichen Spiegelbildern, bedingt durch die periodische Randbedingung
der geraden Teilchenkette.

Nehmen wir jetzt also an, dass im duleren Ring der Teilchenabstand
die GroBe L > d hat. Mit den beiden Bewegungsgleichungen des inneren
Ringes (6.15) und (6.16) erhalten wir zunéchst fiir ein Teilchen der Marke
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Hier bedeutet my die Masse des dufleren Mondes und =5 und ys die
Auslenkungen desselben aus seiner Ruhelage (Kreisbahn). Die Bewe-



gungsgleichung dieses dufleren Mondes lautet dann entsprechend
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In diesen gekoppelten Gleichungen zwischen Ring und Mond wollen wir
nun die Wechselwirkung zwischen den einzelnen Ringteilchen vernachlés-
sigen, da sie fiir die angeregten g-Moden nur eine untergeordnete Rolle



spielt. Anstatt (7.1) und (7.3) betrachten wir also nur noch
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Diese Gleichung gilt in der Kette nur fiir das Teilchen der Marke n = 0,
welches zum Zeitpunkt ¢ = 0 in Konjunktion zum &ufleren Mond befindet.



Fiir ein beliebiges Teilchen der Marke j gilt somit erweitert
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Diese Gleichungen sind fundamental fir die angeregten Wellen, die durch
die gravitative Storung eines nahen Mondes der Masse mg entstehen.
Der erste Term auf der rechten Seite der beiden Gleichungen stellt die
Storungen erster Ordnung dar, die nicht durch eine exzentrische Bewegung
des Mondes entstehen. Fiir diese Storungen gilt also vereinfacht
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Die Storbeschleunigungen kénnen wir in eine Fourierreihe entwickeln und
erhalten

- 209 -30%a; =

= D t+id
+% nz::l nKiy {27rnL} cos [27771 v?} , (7.12)
Ui +2Qz; =
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Mit der Abkiirzungen
L GM
A= —— Q= 7.14
D R (7.14)

wobei M die Masse des Planeten und R den Ringradius bezeichnet, lautet
die partikuldre Losung der obigen Gleichungen

nl] 2K [B] 4K (3] vitjd
D an::l e cos [2mn 17 ,
sowie
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Die dimensionslose Konstante p ist dabei

8 my (R’
n=gor (D) . (7.15)

Damit ist der Response des Teilchenringes auf Stérungen eines Mondes
der Masse m in einer benachbarten Kreisbahn bekannt. Fiir die Struktur
der Storung ist die Zeitabhdngigkeit von untergeordneter Bedeutung, da
diese mit dem Mond immer in Phase ist. Wir kdnnen daher in den obigen
Formeln ¢ = 0 setzen, da sich dann die zu diesem Zeitpunkt eingefrorene
Wellenstruktur mit dem Mond durch den Ring in Phase mitbewegt. Fiir
die Wellenstruktur dieses moon wavelet ergibt sich so mit w = jd/L

2\K K
/LZ Ko | +A"2 by ]cos[Qﬂ'nu], (7.16)




sowie

sin [2mnu] . (7.17)

ylu i n?+3X?) Ko [2}] +2nAKq [22]
D — n(n? — \?)

Die rdumliche Variable u ist auf das Intervall u € [—%, +%] eingeschréankt,

wobei u = 0 die Position des Mondes markiert. Aufgrund der so abge-
leiteten Formeln ist klar, dass die Struktur des moon wavelets in der

Teilchenkette nur vom Parameter A = L/(3wD) abhangt.

Da A ein sehr grofier Parameter ungleich einer ganzen Zahl ist, ndhern
sich die obigen Summen einem Kontourintegral lings der reellen Achse
mit einer Polstelle bei n — A und in (7.17) auch einer Polstelle bei n — 0
an. Asymptotisch erhalten wir so fiir z[u] den asymptotischen Ausdruck

x[u] 1

7 ~ *5 (2 KO [%] +K1 [%]) N%{L[ua 1>*>‘]}' (718)

Dabei gilt ganz allgemein fiir die Lerchsche Zeta-Funktion

6271'171 u

L[u,s,a] = T \s
> (n+ay

(7.19)

Die charakteristische Wellenldnge der stirksten Storung im Ring betrigt
Am ~ 37D, also fast das zehnfache vom Abstand des Mondes zum
Teilchenring. Analog erhalten wir fiir die kleinen Auslenkungen in y -
Richtung asymptotisch

% ~ 3(=C+log[3eA]) pS{log [1 — ™|} +  (7.20)
+(2Ko [3] + K1 [2]) pS{L[u,1,-A]}.

Hier bedeutet C' die Fulersche Konstante. Der erste resonante Pol-Term
in (7.20) gehort der p-Mode im Teilchenring an, obwohl durch diese
Anregung noch keine Ringbdgen wie im Adams Ring von Neptun erkla-
ren koénnen. Der zweite Term ist wieder der resonante Pol-Beitrag der
normalen g-Mode.



8 Hydrodynamische Modelle

...But when we contemplate the Rings
from a purely scientific point of view,
they become the most remarkable bodies
in the heavens, except, perhaps, those
still less useful bodies - the spiral nebu-
lae...

J.C. Maxwell, 1859

Ein Hauptergebnis der wechselwirkenden Teilchenketten war die Tat-
sache, dafl bei bestimmten Wellenzahlen Wellen - Wellen Resonanzen
auftreten, welche nichtradiale Strukturen in der Ringscheibe ausbilden.
Haufige Kollisionen auch zwischen grofien Teilchen (Agglomeraten) sind
dann unvermeidlich. Das stof-freie Oszillatormodell verliert so seine mi-
krophysikalische Giiltigkeit und muss durch ein anderes idealisierendes
Modell ersetzt werden. Die einfachste Vorstellung ist sicherlich die einer
diinnen inkompressiblen Flissigkeitsschicht mit Scherstromung, welche
der Corioliskraft und ihrer eigenen Gravitation ausgesetzt ist. Einzelne
Teilchen sind in diesem Bild nicht mehr aufgelést und verschwimmen in
einem hydrodynamischen inkompressiblen und auch kompressiblen Kon-
tinuum. Besonders wichtig ist dann die Frage, welche Instabilitdt der
Scherstromung in diesem Modell auftreten kann und ob diese Struktur-
bildung beobachtbar ist.

8.1 Rein radiale Wellenstorungen

Wir modellieren jetzt einen lokalen Ausschnitt eines Planetenringes als
eine scherende inkompressible Flissigkeitsschicht (,shearing sheet“) der
Dicke h. In ersten Ansétzen hat dies schon J.C. MAXWELL 1856 durch-
gerechnet. Wir fithren dazu ein lokales Koordinatensystem ein, dessen x -
Achse nach auflen und dessen y - Achse in Richtung der Rotation zeigt. Das



System rotiere lokal mit der Winkelgeschwindigkeit €2 (Keplerfrequenz)
gegen den Uhrzeigersinn um den Zentralkorper. Fiir die Rotationskurve
des Planetenringes nehmen wir das Kepler’sche Gesetz Q(R) o< R=3/2
an. Im Rahmen der Hill’schen Approzimation gelten dann im lokalen
mitrotierenden System die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen

ov 9 1

a+(voV)v+29xv:3Q exxfEVPJerI). (8.1)
Dabei bedeutet o hier jetzt die konstante Dichte der inkompressiblen
Fliissigkeit, P ihr innerer Druck und ® das duflere Gravitationspotential.
Der Einheitsvektor e, zeigt radial nach auflen, wihrend der Vektor €2
senkrecht aus der Zeichenebene zeigt. Da die Fliissigkeit inkompressibel
sein soll, gilt zusatzlich

Vov=0. (8.2)

Die obigen Gleichungen besitzen als Gleichgewichtslosung das lineare
Schergeschwindigkeitsfeld v, = —3€2/2 2. Dieses Scherfeld linearisieren
wir nun durch die sehr kleinen Geschwindigkeitskomponenten ., uy, u.
in der Form

Vg Uy
v=| v | =] -3Qz+u, |. (8.3)
v, Uy

Wir spezialisieren jetzt auf rein radiale Stérungen der Scherstromung,
setzten also alle Ableitungen nach der Variablen y Null. Damit erhalten
wir das vereinfachte linearisierte System

ou o1l
T _2Q = —
ot Yy ox’
Ouy
Low, = 0, 8.4
ot T2t (8.4)
ou. _ o1
ot 0z
Hinzu kommt noch die Bedingung der Inkompressibilitat
Ouy,  Ou,
=0. 8.5
or 0z (8:5)

Die Grofle I bezeichnet jetzt die Variation

=5 — %ap. (8.6)



Die Dicke der inkompressiblen scherenden Fliissigkeitsschicht sei h, die
Mittelebene der Schicht bei z = 0. An der oberen wie an der unteren
Grenzfliche soll sich jetzt das Verhalten einer kleinen Stérung der Form

h
_ L t(krtwt)
z :|:2(1+e e +> (8.7)

untersucht werden, wo € eine sehr kleine dimensionslose Grofie bezeichnet.
Alle linearisierten Groflen werden dann eine raumzeitliche Abhéngigkeit

der Form
L (kz+wt) (88)

annehmen. k ist hier die aufgeprigte radiale Wellenzahl, w die noch
unbekannte Wellenfrequenz und x die rein imaginére vertikale Wellenzahl.
Die Bewegungsgleichungen lauten nun

WUz — 2Quyo = vklly,
1

LW Uy + 5(2 uzg = 0, (8.9)
twu,g = k1.

Auflésen dieser Gleichungen nach den freien Konstanten .o, uy0, -0
ergibt

w

Ugo = kmnoa
1 Q

o = gt e

Uyg = i1_.[0

1w
Mit Hilfe von (8.5) ergibt sich daraus die Bedingung

[2 k% w?
K2 @
02— 2

] Iy = 0. (8.10)

Da Iy # 0 sein soll, muf} also fiir k¥ die Gleichung

k2 w?



erfillt sein. Fiir TI(z) ergibt sich mit beliebigen kleinen Konstanten Iy
und Iy die allgemeine Losung

H(z) =My et * +Te "7 (8.12)

Es ist aber physikalisch eleganter, die allgemeine Losung in einen symme-
Fig. 8.1: Schematischer Querschnitt durch eine inkompressible Fliissigkeitsschicht.
Im oberen Fall ist in der Schicht eine Dichtewelle, im unteren Fall eine Biegewelle

angeregt. Diese beiden Fdlle entsprechen den zwei Symmetrien in der Formel
(8.13).

trischen und einen antisymmetrischen Anteil zu zerlegen und getrennt zu
betrachten. Wir definieren also die zwei vollstdndigen linear unabhéngigen
Losungen
B cosh(k z) 2 (kztwt)
I = eIl { sinh(r =) } e . (8.13)
Mit (8.7) und (8.13) ergibt sich eine erste Bedingung fiir die Konstante
II. Denn es gilt
h
%:ziwee“’“”w”. (8.14)

Andererseits folgt aus (8.13) und (8.5)
__ b sinh(x h/2) v (kaotwt)
Uzinjz = € -~ 1lo { cosh(r h/2) e . (8.15)
Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke ergibt sich die notwendige Bedin-
gung
9 £ [ sinh(kh/2) | _
w21 { cosh(nhy2) [ = (8.16)

Physikalisch hat die Konstante IIy die Dimension eines Potentials, denn IT
stellt hier ja das Geschwindigkeitspotential der inkompressiblen Stromung
dar.



Um eine zweite Gleichung fiir 1y zu erhalten, miissen wir in der gestor-
ten Fliissigkeitsschicht die Bilanzen zwischen dem Gravitationspotential
und dem Druck ndher betrachten. Mit Hilfe der Poissongleichung

VZe = 0, Aufenraum
V2d = —4nGyp, Innenraum (8.17)

148t sich leicht zeigen, dass im Gleichgewicht der Druckverlauf in der
Fliissigkeitsschicht durch

P(z2) = (27r Go® + %sﬁ g) l(;‘)z - 22] (8.18)

gegeben ist. Der erste Anteil rithrt von der Selbstgravitation der Schicht
her, der zweite Anteil stellt die Wirkung des konstanten vertikalen Gravita-
tionsfeldes vom Zentralkorper dar. Fiir die wellenartig gestorte Oberfliche
muf} jetzt fiir jeden Zeitpunkt die Bedingung

P(h/2+ z) + 6P = P(h/2) =0 (8.19)

erfiillt sein. Damit erhdlt man die Bedingung
1 h? oP
— <27T GQ+ 292) ?€€Z(kx+ww + ?|h/2: 0 (820)

Als letztes muf die Potentialanderung 6®, bedingt durch die Anderung
der Selbstgravitation in der deformierten Fliissigkeitsschicht, berechnet
werden. Es gilt V2§U = 0. Das zeitlich konstante vertikale Gravitations-
feld des Zentralkorpers spielt hier keine Rolle. Fiir den Innenraum und
Auflenraum machen wir die Ansétze

o 2 COSh(k Z) 1(kztwt)
0, = —21Gpz +6A{ sinh(k =) e (8.21)
sowie
1
Doyt = §7TGQ h? —27Gohz + € Be k2l gr(katwt) (8.22)

Die Konstanten A und B missen so bestimmt werden, dass das Potential
® und seine Ableitung an der gestorten Oberfldche (8.7) stetig ist. Die



erste Bedingung liefert

COSh(k h/2) _ —|k|h/2
A{ sinh(k h/2) } = Be . (8.23)
Die Stetigkeitsbedingung der Ableitungen liefert dagegen
Slnh(k h/2) —|k|h/2 _
A{ cosh(k h/2) }JrBe =271Goh/|k|. (8.24)
Daraus erhélt man fiir A und B die Losungen
A = 2rnGoh/|k| e~ IFI/2 (8.25)
_ cosh(k h/2)
B = 27Goh/|k| { sinh(k h/2) } (8.26)

Fiir die Potentialstorungen an der Oberflche der scherenden Fliissigkeit
ergibt sich jetzt

cosh(k h/2)
sinh(k h/2)

Mit (8.6), (8.13), (8.20) und (8.27) erhélt man eine zweite Formel fiir II

3D|p, /0= 2Goh/|k| e~ IKIh/2 { } eettkatwt) (g o7)

cosh(k h/2) }
sinh(k h/2) (8.28)
(

1 o\ R cosh(k h/2)
(QWG“ T ) g { sinh(k h/2) [
Durch Gleichsetzen mit (8.16) ergibt sich fiir die Longitudinalwellen
(Dichtewellen) die Dispersionsrelation

2nGoh? |k h| e~ IFIh/2 {

1
_ [27r Go (Jkh|—e M — 1) + S22k h] x

[ w? [ w?

und fiir die Transversalwellen (Biegewellen)

1
W = [271' Go (|k hl e~ lkIh _ 1) + 50 |k h] X

w? [ w?



Die obigen Dispersionsrelationen besitzten im Prinzip unendlich viele
Zweige, die der Zahl unbegrenzter ,Wirbelzellen“ entspricht, in die man
die Fliissigkeitsschicht endlicher Dicke in vertikaler Richtung aufteilen
kann. Wir interessieren uns aber hier nur fiir den Grenzfall h — 0. Dann
koénnen wir unbedenklich tanh(z) ~ z und coth(z) ~ 1/z setzen und
erhalten so zunéchst fiir die rein radialen Dichtewellen

W = 0 4w Golkh| (Jkhl—e "~ 1) + 392 kA2 (8.31)
und analog fiir die rein radialen Biegewellen

|k h|4+e~ kPl -1

2=0%+4
w + 471 Go )

(8.32)

Im Spezialfall 2 = 0 reduziert sich die Dispersionsrelation fiir Dichtewellen
zu

w? =1 Golkh| (|kh|—e—\khl - 1) (8.33)

Dieses Ergebnis fiir eine inkompressible Fliissigkeitsschicht der Dicke h
ohne Rotation hat auch J.C. MAXWELL in seinem Adams Price Essay
von 1859 erhalten. Der Term

7 Golkh| (|kh|—e-\khl —1) (8.34)

wird Null fiir
(kh)o =1+ Wo(e ') ~ 1.278... (8.35)

wobei Wy (z) den oberen Zweig der Lambert’schen Funktion bezeichnet.
MAXWELL selber erhielt 1859 hier den Zahlenwert 1.147 ([19]), was
offenbar auf einem Rechenfehler beruht. Die Funktion (8.34) erreicht ihr

Minimum bei
(kh)m ~ 0.607... (8.36)

was mit der Rechnung von MAXWELL {ibereinstimmt. Die daraus folgende
Wellenzahl beschreibt die sogenannte Mode maximaler Instabilitdt. Die
Flissigkeitsschicht zerfillt so in einzelne Streifen mit dem typischen
Abstand A ~ 27 /ky,. Der Wert dieses Minimums, welcher nach (8.33) die
zeitliche Anwachsrate der Mode bestimmt, liegt bei

1k Bl (|l<: P |~ E el 1) ~ —0.569..., (8.37)



wobei wohl durch einen Druckfehler hier MAXWELL den Wert —0.509
notiert.

Wir kénnen die Dispersionsrelationen auch im Limes h — 0 betrachten.
In diesem Fall reduzieren sich die beiden Dispersionsrelationen (8.31)
und (8.32) fiir rein radiale Wellenstérungen einer unendlich dinnen
selbstgravitierenden Fliissigkeitsschicht zu

w? = O —2rGolk|, Dichtewellen
w? = Q*+2rGolk|, Biegewellen (8.38)

Die Grofie o = o h bedeutet nun die Oberflichendichte oder Sdulendichte
der unendlich diinnen Fliissigkeitsschicht. Neben diesen Dispersionszwei-
gen gibt es auch noch den entarteten Zweig w? = 0, der aber keine
beobachtbaren Effekte bewirkt. Erst hundert Jahre nach MAXWELL spiel-
ten die vereinfachten Relationen bei der Diskussion von spiralférmigen
Dichtewellen in Galaxien wieder eine Rolle. Wir kommen darauf zuriick.

Im Grenzfall einer unendlich diinnen Materieschicht folgt die relevan-
te Dispersionsrelation fiir die Dichtestérungen aus dem sehr einfachen

Schema

w2

W02
Die erste Relation folgt aus der Differentialgleichung fiir das Geschwin-
digkeitspotential (8.11), die zweite Relation folgt aus (8.16) und (8.28)
im Limes h — 0. Die obigen Zusammenhénge sind sehr hilfreich, um im
Rahmen einer harmonischen Wellen - Approximation die Dispersions-
relation fiir spiralformige Dichtewellen unter sehr allgemeinen Voraus-
setzungen fiir unendlich diinne Scheiben abzuleiten. Durch die auftreten-
de Richtungscharakteristik der harmonischen Wellen wird die mdogliche
Strukturbildung in der Scherstromung wesentlich komplizierter, als es
sich MAXWELL Mitte des 19. Jahrhunderts noch vorstellte.

2 _ 2 2 _ £
K=k w = 27rGa|k|(k> . (8.39)

8.2 Bildung nicht-radialer Wellenfronten

In den letzten beiden Abschnitten haben wir uns auf rein radiale lokale
Wellenstérungen in einer inkompressiblen Materieschicht ohne Scher-
stromung beschrankt. Nun wollen wir aber ganz allgemein nicht-radiale
Wellenstorungen untersucht werden, bei denen der lokale Wellenvektor



k zwar in der Scheibenebene, aber nicht orthogonal zur Richtung der
Scherstromung ist. Im gleichen Koordinatensystem betrachten wir hierzu
das allgemeine ungestorte Scherfeld (shearing sheet model)

vy =—27Qu, (8.40)
wo 1 dInQ
n
7T T3 dmR (8.41)

ist. Die GroBe v € [0,1) ist der fundamentale Scherparameter der hy-
drodynamischen Stréomung, der sich als sehr wichtig erweisen wird. Die
Grofie RQ(R) bezeichnet die Rotationskurve der differentiell rotierenden
Materiescheibe. Fiir Keplerscheiben ist v = 3/4.

Durch die Linearisierung der Geschwindigkeiten v, vy, v, in der Form

Uy Uy
v=| v | = 29vQz+u, |. (8.42)
Uz Uz

erhalten wir die Bewegungsgleichungen

Ouy Ouy o1

Ouy ou ol
Y v Qr =L +21 —9)Qu, = — 4
-0 e2A1-) e = G (349)

Ou, Ou, 0l

IT bedeutet hier wieder das Geschwindigkeitspotential, welches sich aus
dem Gravitationspotential und dem Druck zusammensetzt. Hinzu kommt
noch die inkompressible Kontinuitatsgleichung

Ouy % n Ou,
ox Ay 0z

—0. (8.44)

Da die lokale radiale Variable z explizit in den Gleichungen auftritt,
machen wir fir die Eigenfunktionen aller Variablen den Ansatz

F(z) er? ekyrwt), (8.45)



k ist jetzt die Wellenzahl in tangentialer oder azimutaler Richtung.
Einsetzen in die relevanten Bewegungsgleichungen fihrt auf

dll

Uy — 200 = — 8.46
1w U Uy T (8.46)
201 =) ug +rwguy = 1kII (8.47)
1w uy, = kII (8.48)
mit der z-abhingigen Wellenfrequenz
we =w—29Qk . (8.49)
Die Kontinuitétsgleichung lautet jetzt
duy,
— 4+ tkuy +Ku, =0. (8.50)
dz

Die Auflssung des obigen Systems nach den Geschwindigkeiten ug, uy, u.
fiithrt auf

wq dI1/dx + 29 k11

. = - , 51
u 1 e (8.51)
2Q(1 — ) dll/dx + kw, 1T
w, = —1 1L (8.53)
Wy

Dabei wurde die sogenannte Rayleigh - Diskriminante oder Epizykelfre-
quenz

Q2 =40°(1— ) (8.54)

eingefiihrt. In Keplerscheiben gilt {2, = . Werden nun die drei Geschwin-
digkeitskomponenten in die Kontinuititsgleichung (8.50) eingesetzt, ergibt
sich nach langlicher Reduktion die Beziehung

d*11 d1l
2 2 2 3
w2 (w2 _Qv) a2 +4yQuwo k . +
+ [w2k? (4% (1 + ) — w2) + K% (W — Q%)ﬂ II=0. (8.55)

Dies ist eine einzige Differentialgleichung fiir das Geschwindigkeitspoten-
tial II(x), wenn die Groflen w, k und k willkiirlich vorgegeben werden. Es



existiert aber auch eine wesentlich einfachere Gleichung fiir v, (z). In der
Kontinuitatsgleichung (8.50) kann man mit (8.47) und (8.48) u, und u.
eleminieren und erhélt zunéchst

dug
Wy ———
dx

—20(1 =) kuy —2(k? = k*) T =0. (8.56)

Lost man diesen Ausdruck nach IT auf und setzt ihn in (8.46) ein, so folgt
die Differentialgleichung

2 )2

2
Cus | N2 g2y B 27] Uy =0 (8.57)

dz? +

Wy

oder mit (8.49) im Spezialfall einer Keplerscheibe mit v = 3/4

K2 Q2
(w—2Qkx)?

d? u,
dx?

N {(52 g2 } - (8.58)

Dies ist der Spezialfall einer Whittakerschen Differentialgleichung, die
auch in der Theorie der Wellenausbreitung in Gasscheiben eine grofie
Rolle spielt. Die allgemeine Losung kann formal in der Form

1 4r\° 4 K2
S+ (2E) S - B,
0.3 +<3k>’3 k?“]
(8.59)

24 K2
3 Kz e

geschrieben werden, wobei M|a, b; z] und W]a, b; z] die beiden linear
unabhingigen Whittakerschen Funktionen bezeichnen.

Eine physikalisch sinnvolle Losung dieser Gleichung liefert dann mit
(8.56) und (8.53) einen analytischen Ausdruck fiir die gestorte Oberflédche
der scherenden Schicht, aus der die Potentialinderung der Gravitation
berechnet werden kénnte. Das so definierte Eigenwertproblem gestaltet
sich aber sehr kompliziert und ist analytisch kaum durchfiihrbar.

uz:C’lM

+CaW |0




8.2.1 Die Dispersionsrelation

Anstatt ein exaktes Eigenwertproblem zu formulieren, versuchen wir al-
ternativ, die entscheidende Schliisselgleichung (8.55) durch einen ebenen
Wellenansatz approximativ zu 16sen, fiir den wir den gravitativen ,Riick-
antwort“ ja schon kennen. Dies lauft auf eine WKB - Analyse ( Wenzel
- Kramers - Brillouin)' niedrigster Ordnung fiir die zugrunde liegende
Wellengleichung hinaus. Zu Beginn der 1960er Jahre haben insbesonde-
re Autoren wir A.J. KAaLNAJs, C.C. LiN (1916-2013), F. SHU und A.
TOOMRE eine dhnliche Methode benutzt, um analytisch die Dynamik
von spiralférmigen Dichtewellen in Galaxien zu verstehen. Wir setzen
also jetzt lokal approximativ

Wy — W. (8.60)

Damit lautet die Gleichung (8.55)

d*11 dll
w? (w2 — Q%) —— +4’wa3ky —_—
2,2 zdx 2 dx (8.61)
+ [w k] (4% (1 +17) —w?) +
+r%(w? = Q2)?] M =0.
Zur Verdeutlichung wurde hier k — k, geschrieben, da k in (8.55) den

tangentialen Wellenvektor in der scherenden Materieschicht bezeichnet.
Die obige Gleichung 16sen wir nun wieder durch den ebenen Wellenansatz

M =Tle =, (8.62)

in der k, den radialen Wellenvektor bezeichnet. Einsetzen in (8.61) fithrt
auf die algebraische Gleichung

—w? (W = ) kI + 417 Q0 ko ky +
+w? k:f, (421 +7) —w?) + &*(W* — 93)2 =0. (8.63)

Nun ist es angezeigt, den nicht unbedingt sehr kleinen Neigungswinkel
(pitch angle) 6 des Wellenzahlvektors k zur radialen Richtung senkrecht

IHistorisch besser die LG - Methode nach J. LiouviLLE und G. GREEN von 1837.
Green, G. (1837). On the motion of waves in a variable canal of small depth and
width. Transactions of the Cambridge Philosophical Society 6: 457-462.



A

Fig. 8.2: Veranschaulichung von Dichtewellen (blau) in einer lokalen differenziell
rotierenden hydrodynamischen Scherstromung mit Selbstgravitation. Die gelben
Pfeile kennzeichnen die lokale Scherstrémung (8.40) relativ zur mittleren Stromlinie.
Die x - Achse zeigt radial nach auflen, die y Achse tangential zur Rotationsrich-
tung. Der Wellenzahlvektor k der Dichtewelle macht einen Winkel 6 zur radialen
Richtung. Nach der Theorie erreicht die trailing g-Mode mit 6 > 0 eine mazimale
Anwachsrate bei einem Neigungswinkel von 0 = 24°.

zur Scherstromung in der Scheibe einzufithren. Wir machen hier also
nicht die in den 1960er Jahren {ibliche tight - winding Approximation,
sondern setzen (siehe Fig. (8.2))

k. = k| cos(h), ky, = |k|sin(6). (8.64)

Fiir rein radiale Wellen gilt # = 0, die Komponente k,, die in tangen-
tiale Richtung zeigt, wird dann Null. Fir 0 < 6 < /2 néhert sich die
spiralférmige Wellenfront in Rotationsrichtung dem Scheibenzentrum
(trailing wave), fir —7/2 < 6 < 0 entfernt sich die Spiralwellenfront in
Rotationsrichtung vom Scheibenzentrum (leading wave). Mit alledem
erhalten wir aus (8.63) fir x den Ausdruck

o [w? —49% (1 — v cos(20)) — 207 Qw sin(26)

2 2
kK =k"w
(w2 —Q2)2

(8.65)




Fiir # = 0 erhalten wir wieder die erste Relation von (8.39) fiir rein
radiale Wellenstérungen. Setzen wir fiir [k|— Ozur Abkiirzung

gk) = 27 Go k|, (8.66)

so folgt aus (8.65) und (8.39) die fundamentale WKB Dispersionsrelation

(w? — Q%)Z = glk] [w® — 497 (1 — v cos(26)) — 207 Qw sin(26)]
{8167)

wobei immer Q2 = 4Q? (1 — ) ist. Diese wichtige Relation ist wie die der
Maxwellschen Punktmassenkette von vierter Ordnung in der Frequenz
und enthalt einen imagindren Term, der proportional der drei Faktoren
v, 9(k) und sin(260) ist. Je nach Vorzeichen dieser Grofien muss er eine
nicht-radiale Kelvin - Helmholtz Instabilitédt von Dichtestérungen
lings der Scherstromung darstellen. Aufgrund der Funktion sin(26) kann
die Dispersionsrelation sogar zwischen trailing spiral waves (0 < 0 < 7/2)
und leading spiral waves (—m/2 < 6 < 0) unterscheiden. Denn beim
Ubergang von einem Wellentyp zum anderen wechselt der Term sein
Vorzeichen, was auf die Anwachsraten der unterschiedlichen Wellenmoden
einen entscheidenden Einfluss hat. Zudem ist sie invariant gegeniiber der
Spiegelung 0 — 6 £ 7.

Anstatt mit der kompleren Wellenfrequenz w kénnen wir auch die
komplere Anwachsrate s geméaf
o2 = 9% (8.68)

w
') 02
v ol

S

einfithren. Die Gréfle o ist in unserem Fall immer positiv, da nach (8.66)
g(k) immer negativ ist. Dann lautet die Gleichung vierten Grades mit
reellen Koeffizienten fiir die dimensionslose Groe s ((s) > 0 bedeutet
die Wachstumsrate der Wellenmode; $(s) bedeutet die Wellenfrequenz)
einer Wellenfront, die mit der Scherstromung einen Winkel 6 einnimmt,

(s> +1)% = a? (52 + ng] s+ (1 — 17_‘30;’[20] )) . (8.69)

Dies ist die Schlisselgleichung, um Wachstumsraten von Spiralwellen als
Funktion des Neigungswinkels , pitch angle“ 6 zu untersuchen. In den



folgenden Kapiteln wird sich zeigen, dass die algebraische Struktur dieser
Dispersionsrelation viel komplizierter und reichhaltiger ist, als es den
ersten Anschein hat.

Zunéchst wollen wir aber kurz die gewonnenen Resultate mit der Disper-
sionsrelation von COOK und FRANKLIN aus dem Jahre 1964 vergleichen,
welche damals einen wichtigen dynamischen Effekt nicht beriicksichtigt
haben: die Scherstromung der infinitesimalen Flissigkeitsteilchen.

8.3 Das Ringmodell nach Cook & Franklin

Zu Beginn der 1960er Jahre - also etwa hundert Jahre nach MAXWELL
- begann eine intensive Neubeschiftigung mit dynamischen Problemen
selbstgravitierender Materiescheiben. Fiir den Themenkreis Planetenringe
und hier speziell fiir den Saturnring treten besonders die Arbeiten der
Autoren A.F. Coox und F.A. FRANKLIN hervor ([6],[7]). Hier soll kurz
ihre Dispersionsrelation fiir Wellen schrdg zur radialen Richtung in der
Scheibe erldutert und ihre Schwéchen aufgezeigt werden.

Cook & FRANKLIN gehen bei ihrer Retrospektive zur Maxwellschen
Stabilitatsanalyse von der Annahme aus, dafl ein in radialer Richtung
sehr schmaler Ring keine differentielle Scherung aufweist?. Dichtewellen
in dem so definierten fliissigen Ringsegment (Ringtorus) sollten sich
dann sehr &hnlich wie die Wellen in der Maxwellschen Punktmassenkette
verhalten.

In Abweichung von (8.4) gelten dann fiir ein Keplerfeld die Gleichungen

Ouy B 9 oIl

Ouy o1

T (8.70)
Ou. _ 01
ot 0z’

&x(t) bezeichnet hier die radiale Lagrangesche Verschiebung in der radia-
len Richtung der Ringebene. Es gilt £, (t) = u,(t). Durch eine dhnliche
Analyse wie im vorhergehenden Abschnitt erhélt man fir ebene Wel-
lenstoérungen, deren Ausbreitungsrichtung einen Winkel 6 zur radialen

?Diese Primisse ist aber aufier im Punkmassenring in keinem breiteren Planetenring
erfiillt



Richtung bilden, die Dispersionsrelation

w? 2 sin(6)?
W2 = g(k) [ +j’§_ 92(9) )} : (8.71)
oder
w? (w? — Q%) = g(k) (w* 4 3Q7 sin(0)?) , (8.72)

wobei g(k) durch den Ausdruck
gk) = —nGolkhl (1 te Ikl |k h|)
= —2nGolk| {h — 0}

gegeben ist. (8.71) ist aber genau die Relation von COOK & FRANKLIN in
([6])) aus dem Jahre 1964 (dort Gleichung (26)). Zum Vergleich betrachten
wir die Dispersionsrelation der Maxwell’schen Kette

2 2
2 w? + 3Q% — GpS[kd]
w® = —2GpSlkd] {wg 07— GoS[kd |’ (8.73)
die sich auch in der Form
w? (w? — Q% — GoSlkd)) (8.74)

— —2GSkd] (w® +39% — GoS[kd))

schreiben 1a83t. Bemerkenswert ist hier, dafl bei COOK & FRANKLIN
der tangentiale Kopplungsterm —2 Gp S[kd] der Maxwellschen Massen-
kette durch den hydrodynamischen Term g(k) ersetzt wurde, wiahrend
die radiale Kopplung aufgrund der ebenen Wellenstruktur der Materie-
schicht génzlich verschwindet. Die lokale differentielle Rotation wird hier
tatséchlich nicht beriicksichtigt.

Co0K & FRANKLIN und andere Autoren kannten in den 1960er Jah-
ren und auch spéater noch nicht die physikalisch korrekte Version einer
Dispersionsrelation, die auch den bedeutenden Effekt der Scherstromung
mit einbezieht. Sie lautet im Falle einer Keplerscheibe (v = 3/4) in der
ebenen Wellenn&herung (siehe Gleichung (8.67))

(w? — 92)2 =g(k) |w? —40% (1 — % cos(20)) — ngw sin(260)




oder alternativ

(w? — Q%) (W? — * —g(k)) = g(k) [6Q% sin(0) — gzﬂw sin(20) | .
(8.76)

Die algebraische Struktur dieser Frequenz - Wellenzahl Relation (8.76)
ist vollig anders als die entsprechende Beziehung (8.74) der Maxwellschen
Punktmassenkette oder (8.71) oder (8.72) von COOK& FRANKLIN. Mit
differentieller Rotation tritt der quasi - akustische Zweig w? — 0 fiir k — 0
iiberhaupt nicht mehr auf - er ist verschwunden. Dies steht im deutlichen
Gegensatz zum Modell der Maxwellschen Punktmassenkette, bei der
dieser Dispersionszweig wahrscheinlich entscheidend fiir das Auftreten
von periodischen Ringbdgen in tangentialer Richtung ist.

8.3.1 Der Toomre Parameter

Bevor wir die einzelnen Dispersionszweige der Relation (8.67) oder (8.69)
fiir die unterschiedlichen Richtungswinkel 6 beziiglich der radialen Rich-
tung betrachten, miissen wir noch erlduternde Bemerkungen zum dimen-
sionslosen gravitativen Kopplungsparameter « in der Schliisselgleichung
(8.69) machen. Wir haben bis jetzt den Ausdruck fiir g(k) auf gravitative
Schwerewellen beschrdnkt und nicht die Existenz von Schallwellen in
einem gasformigen Medium berticksichtigt. In Verallgemeinerung von
(8.66) schreiben wir jetzt

g(k) = 27 Go |k|+c? k? (8.77)
und damit -
o?(k) = W (8.78)
Bt
wobei jetzt nur noch der Betrag k = |k|, also die reine Wellenzahl,

eine Rolle spielt. Die Schallgeschwindigkeit c; muss in einem kinetischen
Modell, bestehend aus zahlreichen inelastisch stoflenden Teilchen, als
mittlere radiale Geschwindigkeitsdispersion im Geschwindigkeitsraum
interpretiert werden. Wir kommen darauf noch zuriick. Die Grofle o
bedeutet wie gewthnlich die lokale Oberflichendichte der Materiescheibe
(Planetenringe).



Die Grofie a(k) wird maximal bei der Wellenzahl

by = TCO (8.79)

2
Cs

Dann nimmt der Parameter «(k) den maximalen Wert

7Go
k) = e (8.80)
Y S

an. Das Inverse dieser Zahl ist in der Literatur als der sogenannte Toomre
- Parameter bekannt. Die Definition fir Gasscheiben lautet

Qe
T rGo’

Q

(8.81)

Eine leicht modifizierte Kennzahl dieser Art wurde 1964 von ALAR
TOOMRE bei der Untersuchung der dynamischen Stabilitdt von Galaxien
eingefithrt ([28]). Der Q - Parameter ist im Prinzip ein Ma$ fir die Tem-
peratur einer differentiell rotierenden selbstgravitierenden Materiescheibe.
Denn die Schallgeschwindigkeit ist proportional der Wurzel aus der Ga-
stemperatur des Scheibenmediums. Ist der Parameter @ hoch (> 1),
spricht man von , heiflen Scheiben® ist er niedrig (= 1), entsprechend
von ,kalten Scheiben®.

8.3.2 Die vier Dispersionszweige

Da zunéchst « in (8.69) eine sehr kleine Grofe sein soll, versuchen wir,
die vier Dispersionszweige der obigen Gleichung vierten Grades durch
eine Reihe der Form

§j = Cp;j + 1,5 a0+ Coy5 a?+ ... {j: 1,2,3,4} (8.82)

darzustellen. Die Koeflizienten c;;; hingen dann von dem Winkel 6 und
dem Scherstromparameter v ab. Einsetzen in (8.69) fithrt zunéchst auf

8.4 Wellenmechanik und Lagrangedichte

Im vorhergehenden Kapitel wurde die Dispersionsrelation der Ringdy-
namik mit Hilfe der Bewegungsgleichungen abgeleitet. Es ist aber auch
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Fig. 8.3: Die Entwicklung der Modellvorstellungen iber die Gestalt des Planeten
Saturn

Fig. 8.4: Die innere Kante der Encke-Teilung mit einer Auflésung von etwa
270 m pro Pixel. Die Licke wird vom Mond Pan besetzt, der durch gravitative
Resonanzen die gleichmdjigen Verdichtungen im oberen Teil des Bildes erzeugt.
Zwischen den ersten beiden Resonanzstellen an der Ringkante kann man schrdg
zur Scherstromung liegende fadenartige Materieverdichtungen sehen, die etwa
zwischen 10 km und 20 km lang sind. Genau diese ,,Spiralfragmente werden von
der Dispersionsrelation (8.67) vorausgesagt. Nur in dieser speziellen Region des
Saturnringes hat man bisher diese Strukturen gesehen. Bild:(PIA06195, Cassini
Orbiter, NASA)

moglich, die Lagrangedichte (10.34) des N — Teilchenringes als gemittelte
Zeitfunktion der reellen Amplituden A, (= |Q,|) und der reellen Wel-
lenfrequenz w zu schreiben. Es gelten aufgrund der fritheren Ergebnisse
fir die Bewegung jedes Teilchens der Marke n im Falle der dynamischen



Stabilitit die Gleichungen
z(n, = A; cos(knd+wt+ ¢1),
y(n,t) = Ay sin(knd+wt+ ¢1), (8.83)
z(n,t) = Az cos(knd+wt+ ¢a),

wobei ¢1, @2 beliebige Phasenkonstanten darstellen. Diese Funktionen
setzen wir nun in die Lagrangedichte (10.34)

1
Ly = 5(Jb(n,t)2+y(n,t)2+z(n,t)2)+Q [2(n, t)j(n, t) — y(n, t)i(n, t)]
"'g 0% x(n,t)? - %QQ z(n,t)? +
1 &, (@n 4 4,t) — x(n, 1)?
—~Go 3 (z(n+j )_3 z(n,t))
4 = 14
+*GQ Z / ? = )
2 = H
1 j:+oo/ z(n+7j,t) — z(n,t))?
S = SR
j=—o0

ein und mitteln iiber eine Zeitperiode 27 /w.



9 Wellenmechanik eines
Mond-Ringsystems

9.1 Die Grundgleichungen



10 Ring - Satelliten
Wechselwirkung

10.1 Lineare Responsetheorie

Die linearisierten Bewegungsgleichungen der Maxwellschen Punktmas-
senkette lauten

i(n,t) — 2Qy(n,t) — 3Q%* 2(n,t) =
+Go Z( (ntj,t) — 2 (.n7t)+x(n_j7t)>+ax(n,@D.1)

j3

j(n,t) + 2Qi(n, t)

—ZGQZ ( yntjt _Qy(7’t)+y(”_j’t)) + a, (n(1).2)

jd

3(n,t) + Q% 2(n,t) =

+GQZ < (n+j,t) — 2z (_n,t)+2(n—jvt>> + a.(n, 1)10.3)

]3

Wir fiihren nun eine Laplacetransformation beziiglich der Zeit und eine
diskrete Fouriertransformation beziiglich der Marken n aus. Denn es gilt
ja nach Fourier die bijektive Abbildung

n=-+oo
F(k)= Y F(n)e **me (10.4)
N
F(@:% / F(k)ethma g (10.5)

—m/a



Dabei konnen F(n) als die diskreten Fourierkoeffizienten der Funktion
F(k) im Intervall —7w/a < k < +7/a interpretiert werden. Es gilt nun
der Verschiebungssatz

n=-+4oo l=4o00 ]
Z F(j + TL) e_lkn.a _ Z F(l) ezkg-a e—zkla
n=—oo l=—00
= F(k)e*ia (10.6)

Multiplikation der Gleichungen (3.9) und (3.10) mit e~**™% und Sum-
mation iiber alle n fithrt zu dem System

ik, t) — 209k, t) — 302 x(k, t) + GoS(k) x(k, ) = au(k,t)(10.7)
ik, t) + 20 (k,t) — 2GS (k) y(k, 1) = ay(k,1)(10.8)

Die Funktion S(k) ist gegeben durch
(10.9)

Als letztes flihren noch eine Laplacetransformation beziiglich der Zeit
aus. Als Anfangsbedingung wéhlen den einfachsten Fall, wo alle Punkt-
massen mit der Marke n aufler n = 0 sich in Ruhe mit den Koordi-
naten x(n,t = 0) = 0,y(n,t = 0) = 0 befinden. Es ist also x(0,0) =
20,9(0,0) = yo,4(0,0) = &g, 5(0,0) = go. Wir erhalten fiir die Fourier-
Laplacetransformierten x(k, s) und y(k, s) die gekoppelten Gleichungen
[52 —30% + GoS(k)| z(k,s) — [2Qs] y(k,s) = Ay(k,s),  (10.10)

[2Qs] z(k, s) + [s* — 2GoS(k)] y(k,s) = Ay(k,s), (10.11)

wobei die Gréfen A, und A, durch
Ak, s) = az(k,s) +sxo+ o —2Qyo (10.12)

und
Ay (k,s) =ay(k,s)+syo+ 70— 2z (10.13)

gegeben sind.



Die Auflésung des obigen Systems ist

(52 —2GoS(k))Az(k,s) +2Q s Ay (k, s)
[s% + w2(k)][s? + w2(k)]

z(k,s) = (10.14)

—2Q s A, (k,s) + (s* — 3Q% + GoS(k)) Ay (k, s)
[ + wg (K)][s* + wp (k)]

y(k,s) = (10.15)

Die Grofen w? (k) und w? (k) stellen die Dispersionszweige der Maxwell-
schen Kette dar und sind Losungen der Dispersionsrelation (s = 1w)

wt — (Q% = GoS(ka)) w” + 6GoQ*S(ka) — 2G*9*S*(ka) = 0. (10.16)

Als Losungen ergeben sich die zwei Dispersionszweige

wo(k) = = (2% — GoS(ka)) + %\/94 — 262G oS (ka) + 9G? 0252 (ka(10.17)

M| = N

wg(k) == (2° — GoS(ka)) — %\/94 — 262G S (ka) + 9G? 0252 (kd)L0.18)

Wir fithren nun die linearen Responsefunktionen x5(k, ), (8 =0, 1,2, 3),
gegeben durch die inversen Laplacetransformationen

c+100

xo(k,7) = —— et ds : (10.19)
27720_100 [s2 + w2(k)][s? + w2(k)]
ein. Es gilt fir xo(k,t)
sinfwy (k)t]  sinfwg (k)]
(k) = %g?(k) - wzéf’)““’ (1020)

Die anderen Funktionen ergeben sich durch suksessives Differenzieren
nach ¢. Man erhélt so

coswy (k)t] — coslw, (k)t]

x1(k,t) = wg(k:) —wg(k‘) , (10.21)
xo(k,t) = wy (k) sinfwy (k)t] — wp (k) sinfw, (k)] (10.22)



w2 (k) coslwg (k)t] — w2 (k) coslwy (k)]
X3(k7t) = 2(k 2(k

wg( ) - wp( )

Ohne Selbstgravitation, das heifit w?(k) — Q* und w?(k) — 0, lauten
diese Funktionen sehr einfach

(10.23)

t — sin(Q2t)/Q

Yolt) = ——g5r (10.24)
wi = LTl (10.25)
xa(t) = Sln(Tm) (10.26)
x3(t) = cos() (10.27)

10.2 Das Anfangswertproblem

Die &dufleren Beschleunigungen setzen wir zundchst Null. Die Umkehrun-
gen der Gleichungen (10.14) und (10.15) ergeben sich dann zu

xz(k,t) = x {492X1(k,t) —2GoS(k)x1(k,t) + Xg(k,t)} +
Zo {x2(k,t) — 2GoS(k)xo(k,t)} +
Yo 142G o S(k)xo(k, 1)} +
90 {2Qx1(k, )} . (10.28)

und

y(k,t) = x0{—6Q%x0(k,t) +2QG0S(k)xo(k,t)} +
o {—2Qx1(k,t)} +
Yo {%x1(k,t) +2Go S(k)x1 (k. t) + xs(k, 1) } +
o {—=3Q%x0(k,t) + GoS(k)xo(k,t) + x2(k,t)} (10.29)
Wir betrachten nun den folgenden Spezialfall: Alle Teilchen mit der Marke
n seien im Gleichgewichtspunkt in Ruhe. Nur ein Teilchen der Marke

n = 0 sei zum Zeitpunkt ¢ = 0 um yy aus der Ruhelage ausgelenkt. Die
obigen Gleichungen vereinfachen sich dann zu

2(k, 1) = yo {4QG 0 S(k)xo(k, 1)) (10.30)



und
y(k7t) =%Yo {92X1(k’t) + 2GQ S(k)Xl(kvt) + X3(k7t)} : (1031)

In der Ndherung kleiner Wellenzahlen (k — 0) vereinfachen sich diese
Loésungen in

z(k,t) = 0

y(k,t) Yo coslwyp (k)t]. (10.32)

Q

Das raumzeitliche Verhalten der Kette ist dann durch das Integral

+7/a
y(n,t) = o 2i / coslw, (k)t] e ™ dk
T
—r/a
T/a
Yo ¢ / coslwp(k)t] cos(kna)dk (10.33)
™
0

gegeben. Wir konnen die Losung des obigen Integrals in Anlehnung an eine
Arbeit von Schrédinger aus dem Jahre 1914' auch als die “Schrédinger-
Loésung” der Punktmassenkette fiir eine spezielle Anfangsbedingung be-
zeichnen. Durch eine Taylorentwicklung der Cosinus-Funktion fiir kleine
t oder durch die Methode der stationdren Phase fiir grofle ¢ 143t sich das
obige Integral gendhert auswerten. Nur bei unmittelbarer Nachbarwech-
selwirkung reduziert es sich auf ein Besselfunktion vom graden Index.

10.3 Wellenfrequenzen als Eigenwertproblem

Es ist physikalisch sehr zweckméBig, die obigen Gleichungen aus einem
Lagrange - Hamilton - Jacobi Prinzip abzuleiten. Anstatt Zeitdifferential-
gleichungen zweiter Ordnung werden wir Differentialgleichungen erster
Ordnung in der Zeit erhalten. Dies hat in der Wellenmechanik den grofien
Vorteil, die Dispersionsrelation und damit die Dynamik der auftretenden

ISchrodinger, E. (1914): Zur Dynamik elastisch gekoppelter Punktsysteme. Annalen
der Physik 44, 916-934



Wellen als ein Eigenwertproblem einer charakteristischen Matriz zu er-
halten. Gerade bei zwei oder mehreren wechselwirkenden Teilchenringen
mit Scherstromung wird dies ein unschétzbarer Vorteil sein.

Da unser idealisiertes Modell ein Vielteilchensystem mit identischen
Massen ist, miissen wir nur die Lagrangedichte pro Teilchen des Systems
bestimmen. Nach allgemeinen Prinzipien der Mechanik lautet diese im
rotierenden System mit Coriolisbeschleunigung und Gezeitenfeld fiir ein
Teilchen der Marke n

1 5 1
cnzi(a&i+z}i+éi)+9 (0 — ) S 07— L0222
Jj=-4o0 Gm

Z \/(mn-&-j — )%+ (jd+ Yn+j — Yn)? + (Zn+j - Zn)2.

j=—00

Der Faktor 1/2 vor der Summe in (10.34) vermeidet die Doppelzéih-
lung der gravitativen Wechselwirkung bei der Bildung der eigentlichen
Lagrangefunktion £ = ) L,, (siehe (10.35). Der Term j = 0 (Selbstwech-
selwirkung) muf} in der Wechselwirkungssumme ausgelassen werden, was
durch einen Strich angedeutet ist. Diese Summe ist eigentlich divergent
und muf} strenggenommen renormiert werden. Entwickelt man bis zur
zweiten Ordnung in den Koordinatenverschiebungen Ax;, Ay;, Az;, so
erhilt man mit (3.8) fiir die renormierte Lagrangedichte

1. 2.
‘Cn = §(xi+yi+zr2z)
3 1

1 S +OO/ (Tntj — xn)z
-1Ge D, e (10.34)

j=—00
1 TEE, Yoty — vn)?
e, 1 Wntj — Yn)”

Jj=—00
Jj=+o0

GQ Z (Zns — Z")Z.

|7[3

j=—00



Die eigentliche Lagrangefunktion des Systems ist dann die Summe

L= Lo (10.35)

Aus dieser Funktion folgen dann die gewthnlichen Bewegungsgleichungen
(3.9,3.10,3.11) des Systems.

Um die Hamilton-sche Funktion des Systems zu formulieren, definieren
wir die kanonisch konjugierten Impulskoordinaten

oL,

Xn = = 'n -Q n
o, Y
oL,

Yn == T = .71, Q n 10.
5p =it Qe (10.36)
oL,

Ly = T = Zn
0%y, “

Mit diesen Impulsen folgt somit
Ty = Xn + QYn, Un = Yn — Qup, Zn = Zn. (1037)

Diese drei Gleichungen sind die ersten drei Bewegungsgleichungen erster
Ordnung in der Zeit fiir die sechs GroBlen X[t], Y[t], Z[t], z[t], y[t], z[t].
Drei weitere folgen mit der Hamiltonfunktion. Die Hamiltondichte ergibt

an = jn Xn + ﬁgn Yn + én Zn - ‘Cn (1038)

und es folgt die Funktion

1., . .
Ho = 5 (En+in+2) -
3 1
1 & n+j — n2
tlay s o e o) (10.39)
47 = |1
e
e r\ntj — Yn)
2 szz_:oo R
1 j:+oo/ (Zn+j - Zn)2
+7 Ge > S

j=—o00



oder endgiiltig

1
+= (Y, — Q) + 525 -

1
—*QQ.ﬁi—f—iQZZi—‘r

1 & (Tntj = 2n)?
+-Go Y mH (10.40)
4 = |51
1 Jj=-+o0 o, 2
—ZGo Z /(yn-‘r]’gyt)
2 = 1]
1 I Znti — Zn)?

j=—o00

Durch Bildung der Hamilton - Jacobi Funktion

H=> M, (10.41)

ergeben sich die Bewegungsgleichungen aus

"TTex, T Ty, T ez,
und
oH

oM., oA

Xﬂ:_iv n=— "3 n——%F5"-
0xy, Oyn, Oz,

Zusétzlich zu den drei Gleichungen (10.37) erhalten wir so fiir die Maz-

well’sche Punktmassenkette in einem Keplerschen Gravitationsfeld die



drei Gleichungen

— 2%, +Tp—;
j3

f(n :—i—QQYn—I—QQan—l—GQZx"H

Jj=1

(10.42)

o0
Y n+j — 2 n n—j
Vo= —02X, - Q%y, —2Go Y I 7Y TUni (10.43)

=1 J
o0
) 9 »
Zy= QP2+ Gy T (10.44)
: j
Jj=1

Deutlich ist wieder zu sehen, dass die Bewegung z[t] von derjenigen
in z[t],y[t] vollstindig entkoppelt ist. Die so in den kanonischen Im-
puls - Variablen formulierten Bewegungsgleichungen sind allesamt erster
Zeitordnung, beschreiben aber natiirlich die gleiche Dynamik wie die
klassischen Bewegungsgleichungen (3.9, 3.10, 3.11) .

10.4 Die Eigenwertmatrix des Ringes

Um die gekoppelten Differentialgleichungen (10.42) und (10.43) sowie die
ersten beiden von (10.37) des Teilchenringes in der x — y Bahnebene zu
16sen, machen wir fiir die verallgemeinerten Impulse und Koordinaten
den harmonischen Wellenansatz

T, = c ez(knd-‘rw t)’ X, = Cl Qez(knd-‘rw t)’
Yp = cg et dtwt) Y, = Cy Qettkndtet) (10.45)
Hier bedeuten ¢y, co und C7, Cy komplexe Amplituden, die eine zu be-
stimmende Phasenbeziehung zueinander haben, w die Frequenz und k
die Wellenzahl der harmonischen Welle. Nach dem Prinzip der linearen
Superposition und dem Fouriertheorem lassen sich dann beliebige Bewe-
gungen durch Uberlagerung harmonischer Wellen darstellen. Werden die
Ansitze (10.45) in die Bewegungsgleichungen (10.42, 10.43) eingesetzt,
so erhalten wir die Gleichungen in der z — y Ebene
wwep —NC — Qe =
—(2—-aS[k]) Qg +1wC —QCy =
Qci +1wes —NCy =
QCl+(172OéS[Ii]) QCQ+ZWOQ =

o oo o



Dabei haben wir wieder den dimensionslosen Parameter
Go

o

und die Funktion S(x) mit x = kd nach (3.14) eingefiihrt. Die linearen

Bedingungsgleichungen in der x — y Bahnebene kénnen nun sehr einfach
als eine Matrixgleichung

o (10.46)

1
Mo | & =0 (10.47)
C2
Cy
mit
1w -0 -0 0
| Q2 @2—-aS[k]) w 0 —-Q
M = 0 . o s (10.48)
0 Q Q@0-2aS[k]) w

geschrieben werden. Die Dispersionsrelation ergibt sich jetzt rein formal
aus der Gleichung det[M] = 0 und die Wellenfrequenzen und Wellenstruk-
turen bei gegebener Wellenzahl k als Eigenwerte und Eigenvektoren dieser
Matrix. Numerisch ist dieser Weg wesentlich giinstiger als die numerische
Losung der Dispersionsrelation (3.18) vierten Grades. Besonders bei der
Wechselwirkung mehrerer Ringe hat diese ,Matrizen - Mechanik* grofie
Vorteile.

Fiir die Dynamik in z - Richtung (Biegewellen) erhalten wir entspre-
chend

TwC3 — QOg = O, (1049)
wCs+ (14+aS(k)) Qeg =

Auch diese Bedingungen lassen sich als eine Matrixgleichung schreiben.
Es ergibt sich

( (14 a8() 16 ) ( o > =0 (10.50)

Mit der so geschilderten Methode haben wir alle Mittel in der Hand, ganz
allgemein das wesentlich schwierigere Problem von zwei wechselwirkenden
Teilchenringen mit Scherstrémung anzugehen.



10.5 Die Ring - Satelliten Wechselwirkung

Die Punktmassenkette befinde sich in der Ruhelage im Gleichgewichts-
zustand. Wir wollen weiterhin annehmen, dafl sich eine Punktmasse m
(Mond) parallel zur Punktmassenkette mit konstanter Geschwindigkeit v
bewegt. Eine gravitative Rickwirkung einer eventuell gestorten Punktmas-
senkette auf den Mond soll zunéchst nicht beriicksichtigt werden. Spéater
muf} dann gepriift werden, ob eine solche Annahme statthaft ist oder ob
es eine systematische Riickwirkung der gestorten Punktmassenkette auf
den storenden Korper gibt.

Die Responsefunktionen lassen sich in einen gravitativen und in einen
akustischen Anteil trennen. Mit der Zerlegung

[§+wamﬂ2+%wn:{wamlwﬁm}{ﬁ+iam‘52J@@J
konnen wir schreiben

(s — 2GoS(k))ay(k,s) + 2Q s ay,(k, s)

Jj(k,s) = [wg(k,> — w%(k)][sQ +w12)(k)] _
(s* — 2GoS(k))az(k, s) + 2Q s ay(k, s)
[W2(R) — wZ(R]2 + w2 (R) (1051)
und
y(ks) = —20 s a,(k,5) + (s = 302 + GoS(k))ay(k,s)
’ [w2(k) — w2(k)][s% + w2 (k)]
—20 s az(k,s) + (s — 302 + GoS(k))ay(k, s)
[w2(8) — 2R + w2 (k)] - (1052)

Nun betrachten wir zunéchst nur den gravitativen Dispersionszweig wg (k)

und deren Response-Verhalten. Man erhélt zunédchst

(52 —2GoS(k))as(k, s) +2Q s ay(k, s)
w2 — 2]l + w2 (h)]

zg(k,s) = — (10.53)

und

+QQ saz(k,s) + (302 — s? — GoS(k))ay(k, s)

Yg(k,s) = w2 — w2][s? + w2 (k)]

(10.54)



Dies sind die allgemeinen Formeln fiir den gravitativen Ast. Wir werden
spéater sehen, dafl die Selbstgravitation der Punktmassenkette fiir das
Responseverhalten nicht wesentlich ist. Wir kénnen also in guter Ndherung
Go/Q? =~ 0 setzen.

10.6 Der gravitative Response

Wir betrachten die Funktion

n=+00 —ikna

e
(I)(k,t) = Gms n;oo /D2 i (na + ’Ut)2

Diese Funktion stellt die ramliche Fouriertransfomation des Gravita-
tionspotentials eines Mondes dar, der sich im abstand D parallel zur
Teilchenkette mit der Geschwindigkeit v bewegt. Da a gegeniiber D im-
mer sehr klein sein soll, erscheint es sinnvoll, die obige Summe durch die
Poissonsche Summationsformel darzustellen. Da gilt

(10.55)

+oo too
F(x) = / Gly)e™™ ™ dy,  G(y) = / F(z) e 2™ dg.  (10.56)
—© —o0
lautet die Summationsformel
m:iw F(m) = + n:ioo G (%) (10.57)
= AL A

Mit der Funktion

efzkx
folgt
+o0 o0
Gl — e~ t2mytkla P cos[(2my + k)x] 10.59
W=) e T e o 109
—o00 0

Dies Integral kann durch eine modifizierte Besselfunktion

G(y) = 2Ko(|kD + 27 Dy|) (10.60)



dargestellt werden. Fiir die modifizierte Funktion

e—zk(m+1;t)
F(x) = eVt (10.61)
D? + (z + vt)?
gilt nun nach dem Verschiebungssatz
G(y) = 2Ko(|kD + 2nDy|) er(lF+2mylvt), (10.62)

Mit der Summationsformel folgt also

n=+0o0 7zkna

B(k,t) = n_ZOO I E—

Gms e o([k+27 2 ]ot)
= > Kol \kD+27r —nl)e’ (10.63)

n=—oo

Wie man sieht, kann man sich wegen D/a > 1 im zweiten Summanden
auf den Term mit n = 0 beschrianken. Also gilt geniigend genau

Gmyg

Ok, t) =2 Ko(|kD|) e™* v, (10.64)
Wir wollen nun zwei konkrete Situationen betrachten. Der stérende Mond
soll sich einmal auflerhalb eines Teilchenringes bewegen, ein andersmal
innerhalb eines Ringes. Der erste Fall wird in der Literatur innere Lindb-
ladresonanz (ILR), der zweite duflere Lindbladresonanz (OLR) genannt.
In der Hillschen Approximation bedeutet dies, daf3 sich im Falle einer
ILR der Mond sich im Gebiet x > 0 befindet und nach y — —oo bewegt.
In dieser Situation gilt dann fiir die Beschleunigungen auf ein Teilchen
mit der Marke n zum Zeitpunkt ¢

az(k,t) = —%@(k 1) = 428ms

1(kD) et (10.65)

Das hier im Nenner stehende a fillt bei einer spateren rdumlichen Riick-
transformation wieder heraus. Fir a,(k,t) erhdlt man analog
0 Gmy
kt) = ——®(k,t) = +2
ay( ’ ) 6(’Ut) ( ’ ) +2

o(kD) ek vt, (10.66)



Durch die formale Transformation D — —D und v — —v wird dann auch
die Storung eines Mondes beschrieben, der sich innerhalb eines Ringes
bewegt.

Eine Laplacetransformation dieser Groflen beziiglich der Zeit fiihren
wir nicht aus, da hier die Kopplung durch ein Faltungsintegral dargestellt
werden soll. Fiir den gravitativen Ast ohne Selbstgravitation, also wg ~ 0?2
und Qg ~ 0, ergibt sich so zunéchst

s?az(k,s) +20say(k,s)
xg(k,s) = — ( SEIFERGE] ) (10.67)
und
2Q say(k,s) + (30% — s%) ay(k, s)
= . 1 .
Yg (K, s) ( SRR (10.68)
Durch eine Riicktransformation beziiglich der Zeit folgt dann zunéchst
in(Qt Qt
2yl t) = S8 o ey — 2SO L ey (10.69)
Q Q
und
Y (ke t) = QCOS((ZW) o ay(k,t) +4 Smém) o a,(k,t)  (10.70)

Eine zeitliche Faltung zwischen zwei Funktionen Fy(¢) und F»(t) ist dabei
durch das Integral

t t
Fi(t) e Fy(t) = / F{t")FRt—t)d = / Rt Fi(t—t)dt’ (10.71)
0 0
gegeben.
Da in der obigen Nédherung der gravitative Dispersionszweig nicht von

k abhingig ist, konnen wir sofort eine Riicktransformation beziiglich k
durchfithren. Wir erhalten einfach

zg(n,t) = Sin((zm) o ay(n,t) =2 Cosém) oay(n,t)  (10.72)
und
yg(n,t) = ZCOS((ZQt) e a,(n,t)+4 singlt) o ay(n,t). (10.73)



Fiir die Funktionen a,(n,t) und a,(n,t) setzen wir nun

D

az(n,t) = +Gmy 3
D? + (na + vt)2)

und

t
ay(n,t) = —Gm natv ,

( D? + (na + vt)2)3

(10.74)

(10.75)

wenn der Mond sich auierhalb des Ringes bewegt. Nach dem Faltungssatz

ergibt sich dann
t
: Y /
£E(7’L, t) = +Gms% / Sln[Q(t ! )] dat 3
4 (\/D2 + (na + vt’)2)

t
. n g4
+2Gmsé / cos[Q(t — t')][na + vt'] dt

(\/D2 + (na + 1)75’)2)3

und
cos[Q(t — )] dt’
3
VD2 + (na + vt')? )

y(n,t) = +2Gms,

@\b

Q(t — t][na + vt'] dt’
3
\/D2 + (na + vt’)? )

ED \

[
o

Mit der neuen Variablen u, definiert durch
vt' +na = Du,

lauten die obigen Integrale

z(n,t)/D = +

(10.76)

(10.77)

(10.78)

(10.79)



und

Mg 3 cos[2 (ug — u)] du
yn /D = +% (ﬁ) <g> 1[ (3/71+u2)3
ms 3 Fusin[2(u —u)|du
_g <M> <§> / (%)S]d . (10.80)

Dabei sind die Grenzen u; und ug durch

na na + vt

(10.81)

gegeben.

Im Falle einer inneren Lindbladresonanz bewegt sich der Mond in
Richtung negativer y-Richtung, also seine Marke n s ist durch ny(t) =
—vt/a gegeben. Setzen wir uns nun als Beobachter auf den Mond und
beobachten, welche Welle im Ring in seiner Nachbarschaft nach langer
Zeit angeregt wird, so konnen wir die untere Integrationsgrenze gegen —oo
gehen lassen. Die obere Integrationsgrenze lautet dann us = (n—mnyps)a/D.
Sie stellt die tangentiale Abweichung vom Konjunktionspunkt des Mondes
beziiglich des Ringes dar. Wir bezeichnen sie als © = us.

Mit dem Parameter (3, definiert durch

2 /myg R\*
SHOION coso
gilt dann mit
z(n,t) = pBDX(O)
y(n,t) = 28DY(©), (10.83)

wobei die Funktionen X (0) und Y (©) durch

7 cos[2(0 — u)] du 7 usin[2(0 — u)] du
Y(0) =+ / 3——2/ 3 . (10.85)



gegeben sind. Diese Funktionen kénnen wir auch

e
+sin (2@) / cos(2u) + 2u 512(%@ du
A (V1+u?)

O

X(0)

und
. (2 7 sin(2u) — 2u cos(3u)
Y(©) = +sin| -6 / 3 du
3 o ( /714_”2)
€ 2 2 : 2
+ cos 26) /COS(BU)Jr usin(zw) du ¢ (10.87)

3 J ( /71+u2)3

schreiben.

Die obigen Formeln beschreiben eine sogenannte “wake”-Struktur oder
in Analogie zur Schiffahrt das “Kielwasser” oder die “Bugwellen” des
Mondes im Kettenring. Teilchen, die noch keine Wechselwirkung mit
dem Mond hatten (0 < 0), werden auch kaum aus ihrer Ruhelage
ausgelenkt, wihrend nach der Wechselwirkung (© > 0) eine Welle mit
einer bestimmten Amplitude und Wellenlénge im Ring angeregt ist. Fiir
© — oo ergibt sich dann

B () (D16 (5) = ().
o o 5) s ()6 (5) o (e

Die obigen Formeln gelten fiir eine ILR. Bei einer OLR gilt dagegen
fiir die Beschleunigungen

D
( D? + (na — vt)2)3

az(n,t) = —Gmg (10.89)



und ;
ay(n,t) = —Gm, ne— v . (10.90)

D? + (na — vt)2>

Nach dem Faltungssatz ergibt sich dann

t
_ /
x(n,t) = —Gms, %/ sinf(t — t')] dt 3
0 \/D2 —ut')? )
¢
_ _ / /
/ Q(t —t')][na — vt'] dt (10.91)

0 \/D2 —vt')? )3

und

oy ’
Ynt) = 2GmsD/ cos[Q(t — t/)] dt

\/D2 vt’)2>3

sin[Q(t — t/)][na — vt'] dt
—4Gmsﬁ / . (10.92)

(\/D2 + (na — vt’)2)5

Mit der neuen Variablen
vt' —na = Du, (10.93)

lauten die obigen Integrale jetzt

#(n,t)/D = ,Z ( >3/sm§(u2—u )] du

U2

3
_é /ucosg Ug fug] du (10.94)
3 1+U2




und

y(n,t)/D = —%(mﬂ) (g)37608£%>;du

M 3 uzusin[g(ug —u)|du
+§ (ﬁ) (g) / (31+u2)3 . (10.95)

Dabei sind die Grenzen u; und us in der OLR durch

na vt — na

(10.96)

gegeben.

Im Falle der OLR ist die Position des Mondes durch np(t) = vt
gegeben. Die Grenze uy strebt also wieder gegen unendlich. Die Grenze
ug ist dagegen nun uy = —O. Anstatt der Funktionen 10.97 und 10.98
gilt jetzt

2 2 - 2
Xopn(©) = + / 51n[3(@+u)Ldu Ly / ucos[g(@—i-u:))’] du (10.97)
Joo (Vitw?) K (V1+u?)
und
Feosl2©+wldu [ usin[2(0+w)]d
YOLR(@) _ / cos|3 U ! U _o / usin|g u3 u- (10.98)
Joo (Vitw?) K (V1+u?)
Dieses konnen wir auch
XorLr(©®) = +sin (2@> / )+ US12(3 )du
3 K 1+’U,2)

2 ) —2 2
+cos | -O ucos(zu) du §10.99)
3 V1+u2 3
e +u )



und

sin(2u) — 2u cos(2u
Yorr(©) = +sin (;@) /s (3<)1+2u§;3<3 )du

~ cos (§9> /@COS( (;%2::5)12(3 ) du($0.100)

schreiben.

Wir kénnen die obigen Formeln auch im “Einteilchenbild” herleiten.
Hier ruht ein Teilchen der Masse m im Koordinatenursprung und wird
von einem Mond, der, aus dem Unendlichen kommend, sich im Abstand
D am Teilchen vorbeibewegt und wieder ins Unendliche verschwindet,
gestort. Die Frage ist nun, welche Bewegung das Teilchen nach dieser
Wechselwirkung mit welcher Amplitude ausfiihrt.

Fir die Bewegung in der z-Koordinate lautet die Losung einfach

z(t) = Smgn) ® a;(t) +2 {ch(m)} e a,(t).  (10.101)

Die 1 vor der Cosinus-Funktion rithrt vom entarten akustischen Zweig
der Punktmassenkette her. Fiir die Funktionen a,(t) und a,(¢) setzen
wir nun

D

az(t) = +Gms ( R T)2)3

(10.102)
und
v(t—=T)
3
(VDT o2t -17)

Nach dem Faltungssatz ergibt sich dann fiir die Bewegung in x-Richtung,
wenn die Wechselwirkung von ¢t = 0 bis t = +27 anhilt, fiir Zeiten t > 2T

ay(t) = —Gmy (10.103)

sin[Q(t — t)] dt’

D
xz(t) = Gms— / \/D2+U2 T)2)3+

cos[Qt — )] — 1]t/ — T] dt’
2Gm, — (10.104)
? / (vorsew—1e)



Mit der neuen Variablen ¢’ — T = 7 ergibt sich dann

D L‘ — d
z(tg) = Gms— /sm 0 —7)] ;—!—
D2 +v 7'2)

Q(tg — d
2Gmy— / [oos[S{to — 7)) - ]T T (10.105)
Q ) (VD? +v272)
Im Zeitpunkt ty = 0 befindet sich der stérende Mond beim Ringteilchen.
Nun machen wir den Grenziibergang T — oo. Mit der Substitution
7 = Du/v folgt dann nach einiger Umrechnung

lty) = D/sm 0—T]d7’+
D2 + 1}27'2)
2G M, = / COS[Q(tO_T)]TgT. (10.106)
0 ) (T

Nach der weiteren Substitution 2z = D u/v ergibt sich weiter

B3 ) (5) o [ (=)

(10.107)
Auswertung des Integrals fiihrt aber zu dem Ergebnis
z(to) _ me\ (R
= {2K0(2/3) T K, (2/3)) ( M) =) sin(@t), (10.108)

also genau das gleiche Ergebnis wie im Vielteilchenmodell.

10.7 Ringmonde als “Schaferhunde”?

Anfang der achziger Jahre war das sogenannte “shepherd-satellite” Modell
fiir die Bildung und Stabilitdt schmaler Planetenringe sehr populdr. Was



besagte dieses Modell und ist es heute eigentlich noch relevant? Letzt-
endlich behandelte dieses Modell das gleiche Problem wie das jet-stream
Modell von Alfvén aus den siebziger Jahren fiir die Fokussierung von Teil-
chen zu schmalen Materieringen um die Protosonne. Im folgenden wollen
wir diese Frage mit unserem Modell etwas genauer beleuchten. Dazu wol-
len wir zunéchst iiberpriifen, ob es eine Riickwirkung des Ringes auf den
Mond gibt. Erzeugt also die Welle im Ring ein Gravitationspotential, wel-
ches den Mond sténdig beschleunigt oder abbremst, vollig analog wie im
Erde-Mond-System die Gezeitenwellen in den Weltmeeren? Diese wich-
tige Frage nach der “Migration” von Monden in Planetenringsystemen
kénnen wir nun mit der obigen Lésung beantworten.

Die resultierende tangentiale Beschleunigung der Ringwelle auf einen
duBeren Mond kann dann durch das Integral

4=6% / O +26Y(6) ~dO  (10.109)
V- BX@)F + [0 +28Y (O)P)

ausgedriickt werden, wo © wieder in Einheiten von D die Bogenlédnge
vom Konjunktionspunkt des Mondes im Ring darstellt und 7 = m/a die
Massendichte pro Lénge des Ringes bezeichnet. In erster Ordnung in
gilt dann

30.X(0) — 602Y(0)
A, =G~ 5/{ 1+®2 t = ooy }d@. (10.110)

Durch partielle Integration des letzten Termes folgt weiter

A, —G 8 /{ 1+2S2};l(9)}d@7 (10.111)

wobei Striche Ableitungen nach © bedeuten. Es gilt auch eine entspre-
chende Formel fir die radiale Beschleunigung A, doch spielt sie fiir das
Drehmoment auf den Ringmond keine Rolle.

Das hier stehende Integral 148t sich aber mit den bekannten Funktionen
X(0) und Y(©) und deren Symmetrieeigenschaften exakt berechnen. In
den obigen Integralen sind nur diejenigen Terme wichtig, deren Potenz in



© gerade ist. Spalten wir die Integrationsgrenzen der Integrale in (10.99)
und (10.100) in zwei Anteile auf, ndmlich von —oo bis 0 und von 0 bis ©,
so sind in der Formel (10.111) nur die Ausdriicke

X'(©) = —G—gﬁo cos <§@> (10.112)
Y'(©) = —%ﬁo sin(§®) (10.113)

relevant, wobei die Konstante 3y durch

Bo = % {2K0 <§) + K, (2)} (10.114)

gegeben ist. Diese Konstante ist nur halb so grofi wie der asymptotische
Wert (10.108). Einsetzen dieser Ausdriicke in (10.111) ergibt zunéchst

2 : 2
755 GD /{COS 36}%2;;1(3@)}61@. (10.115)

Dieses Integral kann wieder durch modifizierte Besselfunktionen darstellt

werden und man erhélt endgiiltig
A, = 22 ok 4K (2 or (m—) RY’ (10.116)
LT 3 "\3 D\M/)\D) - ‘

Dermott hat 1984 im obigen Integral (10.111) nur den ersten radialen
X'(©)-Term berticksichtigt, da er die tangentialen Verdichtungen im Ring
vernachlissigte?.

Damit ist also klar, dal ein Mond, der sich auflerhalb eines Teil-
chenringes bewegt, permanent in seiner Bahn beschleunigt wird. Die
Hauptkonsequenz ist eine radiale Wanderung des Mondes nach auflen,
nicht aber eine stetige Zunahme der Bahnexzentrizitit des Mondes! Dies
Resultat gilt natiirlich zundchst nur in der Hillschen Approximation,
in der die Teilchenkette in tangentialer Richtung unendlich ausgedehnt
ist und der stérende Mond nicht mehrmals mit dem gleichen Teilchen

2Dermott, S.F. 1984. Dynamics of narrow Rings, In Planetary Rings, Ed. Greenberg
& Brahic, Arizona Press, Tucson, Arizona, s. 604



wechselwirkt. Nur wenn Dampfung im Ring herrscht, kann das obige

Modell auf ein globales Ring-Satelliten Modell angewendet werden. In

jedem Fall kénnte man dann von einer Art Dynamical friction sprechen.
Die Bewegungsgleichungen des Mondes lauten nun (A, ~ 0)

i — 207 =30%x; i+ 20 = A,. (10.117)

Daraus leitet man
P4+ =20A4,t (10.118)

Bei verschwindenden Anfangsbedingungen lautet die Losung dieser Glei-

chung
x(t) = 2£y {t - Sms()m)} (10.119)

Der zweite Term, der eine schwache Anregung der Bahnexzentrizitit
bedeutet, kann hier vollig vernachlassigt werden. Fiir die Bewegung in
tangentialer Richtung gilt dann

3 9 1 — cos(£2t)
Der Mond bewegt sich also wirklich nach aulen und wird dabei langsa-
mer.
Da der Drehimpuls des Mondes global durch |L|= mQsR? gegeben

ist, folgt dann fir das Drehmoment
. 1 .
|L|= imstRsRs =msRs Ay. (10.121)

Fiihrt man noch die Masse des Ringes durch 2nrRT = m,. ein, so folgt
mit (10.116) und D <« R sowie Ry = R

. 16 2 2\ ® myms /s R\*

L= o 2K (5 )+ Ko ()] ™0™ (52) () - (10122

g e (5) 4 ()] 675 (57) (5) - o
Der numerische Faktor ergibt sich hier zu 0.399135. .., was mit Modell-
rechnungen aus der Literatur ausgezeichnet iibereinstimmt?.

3Greenberg, R. 1983, Icarus 53, 207; Henon, M. 1983, I.A.U. Kolloquium 75, Planetary
Rings, Toulouse; Goldreich & Tremaine, Ann.Rev.Astron.Astrophys. 20, 249-283,
1982



Greenberg behauptete 1983, dafl es nur deshalb ein Drehmoment gibt,
weil durch die innere Reibung im Ring eine Phasenverschiebung zwischen
der Welle und dem anregenden Mond auftritt. Das ist aber paradoxerweise
nach den obigen Ergebnissen beziiglich der gravitierenden Teilchenkette
ohne Dissipation falsch. Auch ohne innere Reibung gibt es eine Phasen-
verschiebung und das gravitative Drehmoment ist ungleich Null.

AbschlieBend schreiben wir die wichtige Beziehung (10.122) noch in
der Form

Ll 16 2 2
e 2K () + K (=
m, sin | 0\3) T3
(10.123)

wo Q% = GM/R? ist. In dieser Form tauchte die Drehmomenten-Formel
zum ersten Mal bei Goldreich und Tremaine in einer Arbeit iiber die
Uranusringe 1979 auf. Doch bis heute ist nicht ganz klar, inwieweit der
obige Mechanismus wirklich dafiir verantwortlich ist, dal ein schmaler
Teilchenring immer von zwei Monden begleitet sein mufl. Denn die Stabili-
tdt zumindest der grofien Teilchen ist ja schon durch die Selbstgravitation
garantiert. Dissipation im Ring ist eine notwendige Voraussetzung, damit
der “shepherd satellite” Mechanismus funktionieren kann.

Die obigen Betrachtungen spielen eine Rolle bei der ,Wanderbewegung*
von Planetenembryonen in einer Gas-Staubscheibe nach innen oder aufien.

2
G?m? G?*m?
0.8 d

02D4 02D

¢

10.8 Der Energietransfer

Eng im Zusammenhang mit dem “Schéferhundmodell” steht die Frage
nach dem Energietransfer, den der Mond in den Teilchenring induziert.
Wird diese Energie durch den Ring vollstédndig dissipiert, verliert der Ring
mechanische Energie. Um diese Energierate zu berechnen, multiplizieren
wir die Gleichung (3.9) mit &(n,t) und die Gleichung (3.10) mit g(n,t).
Nach Addition und Vernachlédssigung der Selbstgravitation im Ring ergibt
sich zunédchst die Gleichung

i(n, t)i(n,t) + y(n, t)ij(n,t) — 3Q* x(n, t)i(n,t) =
ag(n,t)&(n,t) + ay(n,t)y(n,t). (10.124)



Multiplizieren wir diese Gleichung noch mit der Teilchenmasse m, so
stellt die linke Seite der Gleichung den Energietransfer pro Zeiteinheit
auf das Teilchen mit der Marke n dar. Summiert tiber alle Teilchen in
der Kette ergibt sich dann der gesamte Energietransfer des Mondes auf
den Ring zu

n=-+oo

—=m Y [ax(n,t)i(n,t) + ay(n,t)j(n,t)]. (10.125)

n=—oo

Fiir den gravitativen Zweig ergibt sich nun fiir die Geschwindigkeiten
wegen (10.72) und (10.73) die Ausdriicke

Zg(n,t) = cos(Qt) & ay(n,t) + 2 sin(U) o ay(n,t) (10.126)
Ug(n,t) = —2sin(Q) o az(n,t) + 4 cos(Qt) e ay(n,t)(10.127)

Entsprechende Rechnung wie bei den Ortskoordinaten fiihrt zu den
Darstellungen

©
(n,0)/(BQD) = +cos @@) /< (}%w;;ng W

— 00

+sin <§®) /Gsm(g(\)/%;s(2 )c@o 128)

sowie

2

y/(2BQD) = +cos< ) /9 sin( ( 5u) — 2ucos(3u) du
)

Vita?)’

— sin <§®> / cos(5u (;%235)1?(3“) du($0.129)

Fiir die Energietransferrate ergibt sich nun zunéchst

+oo
. s
B _gms [ 30t Z05nt) g (10.130)

=D (vite?)’




cos(20 +2@sin(%@)

dE
—GﬁoﬂTmSQ/ 5 do (10.131)
(VITe?)
dE
o= 283 BGTmMQ (10.132)
dE 8 2 2\|* memg rmgy (R
= 2K0<3) K, (3)‘ G (ﬁ) <D> Q. (10.133)

Mit der Formel fiir das Drehmoment (10.122) 148t sich dies auch schreiben
als

dl. 3 (D .
— == 10.134
TR T

Diese wichtige Formel stimmt nicht mit derjenigen von Dermott {iberein.
(Dermott, Planetary Rings, 1984, p. 603). Dermott vernachlissigt voll-
standig den Faktor 3D /(2R). Auch die Formel von Borderies (Planetary
Rings, 1984, p. 730) ist um den Faktor 2 verschieden (anstatt 3/2 steht
bei ihr 3). Man erhélt diesen Faktor, wenn man eine globale Herleitung
mit Hilfe von zwei Testmassen auf einer Kreisbahn vornimmt. Wie es
aussieht, scheint es keine konsistente Herleitung fiir die Energieformel
der Mond-Ring Wechselwirkung in der Literatur zu geben. Damit ist
auch unklar, ob der ,shepherd“ Mechanismus, von Goldreich und Tre-
maine 1979 fiir die Stabilitdt von schmalen Ringfidden vorgeschlagen, in
Planetenringen wirklich , funktioniert.



Anhang

A.1 Die Poissonsche Summationsformel

Eine bemerkenswerte mathematische Struktur besitzt die POISSON’sche
Summationsformel. Mit den eindimensionalen oder mehrdimensionalen
Vektoren x und y definieren wir die Integraltransformationen (Fourier-
transformationen)

—+o00

P = [ Glylertevay,
—+o00
Gly] = / Flx] eT2mxoY gy (A1)
lautet die Summationsformel
m=-+oo 1 n=-+o0 n
m;oo Flam] = = n;@ G H : (A.2)

wo a eine beliebige reelle ,,Gitterzahl“ sein kann. Eine Summe im Git-
terraum wird durch eine Summe im reziproken Gitterraum dargestellt.
Die erste JACOBI - Transformation der Thetafunktionen kann mit ihr
hergeleitet werden. Es gilt zudem der niitzliche Satz: Hat F'[x] die Fourier-
transformierte G[y], so hat F[x+c] die Fouriertransformierte G[y] e>7* <.

A.2 Die lineare Punktmassenkette

Sehr eng verwandt mit dem dynamischen Problem des Maxwell’schen
Teilchenringes von 1859 ist das Problem einer elastisch gekoppelten



Punktmassenkette von E. SCHRODINGER aus dem Jahre 1914!. ERWIN
SCHRODINGER betrachtete die gekoppelten linearen Differentialgleichun-
gen

#n, 8] = (%)2 (ln+ 1,4 — 22[n, 4 + 2n — 1,4}, (A.3)

mit diskreten Marken n, die dadurch entstehen, dafl man eine unendlich
lange Punktmassenkette betrachtet, in der alle Teilchen in der Ruhelage
einen konstanten Abstand a haben. Kleine Auslenkungen x, aus der
Ruhelage fithren dann zu elastischen Spannungen, woraus die obige
Bewegungsgleichung entsteht. w, ist die sogenannte Grenzfrequenz der
Kette und drickt die Stirke der Kopplungen aus. Punkte bedeuten
Ableitungen nach der Zeit.

E. SCHRODINGER loste die obige Gleichung durch einen genialen Kunst-
griff mit Hilfe der Linearbeziehungen zwischen drei aufeinanderfolgenden
Besselfunktionen ([27]). Wir dagegen multiplizieren beide Seiten der
Gleichung mit e~ "% und wenden die diskrete raumliche Fouriertrans-
formation der Form

n=+oo
X[kl = > aneknd (A.4)
d e
z[n] = — X[k]etFnd dk (A.5)
27T7{d

an. d bedeutet hier wieder den Abstand der einzelnen Oszillatoren von-
einander. Mit dem Verschiebungssatz

n=-4oo
Z x[n—i—l] e—zknd _ X[k] e'“kd,

n=-4o0
Z z[n —1]e *nd = X[k]eFd (A.6)

n=—o0
ergibt sich so fiir die Fourierkoeffizienten die Differentialgleichung

Xk, 1] + wlk]? X[k, ] = 0. (A7)

ISchrédinger, E. (1914): Zur Dynamik elastisch gekoppelter Punktsysteme. Annalen
der Physik 44, 916-934



Hier ist

wlk] = w, sin {k;] (A.8)

die Dispersionsrelation der Teilchenkette.

Wir betrachten jetzt eine ganz spezielle Anfangssituation in der Kette,
wo zum Zeitpunkt ¢ = 0 nur das Teilchen mit der Marke n = 0 die
Geschwindigkeit #(0) und die Anfangsauslenkung 2(0) hat. Dann miissen
alle Fourierkoeffizienten zu Beginn den Wert

X[k, 0] =2z[0]; X[k, 0] =£[0] (A.9)

haben. Die zeitliche Entwicklung der Fourierkoeffizienten dieser speziellen
Anfangssituation liefert die allgemeine Losung der Gleichung (A.7) zu

.y Sinjw[k] 2]

X[k, t] = z[0] cos [w[k] t] + Z[0] TH] (A.10)
Einsetzen in die Riicktransformation liefert die raum - zeitliche Lésung
z[n,t] = z[0] P[n, t] + £[0] Q[n, t] (A.11)
mit den beiden Propagatoren
7/d
Pln,t] = d cos[w(k) t] cos[knd]dk,
T
0
" sinfu)
d sin|w(k) t
= — —_— A2
Qnf = ¢ / o cosfin ). (A.12)
0

Aufgrund dieser Integraldarstellungen sehen wir sofort, dafl sehr einfach

die Beziehung
t

Q[n,t] = / P(n,t'] dt’ (A.13)
0

gilt. Fiir den Propagator P[n, t] erhalten wir durch eine Substitution und
mit der Dispersionsrelation (A.8) die Darstellung

s

w/2
Pinf = > / coslisy t sin(u)] cos2n u] du. (A.14)
0



Dies Integral kénnen wir mit Hilfe der Besselfunktionen J, (z) erster Art
auswerten und erhalten so den wichtigen Propagator

Pln,t] = Japfw, t]. (A.15)

Dies ist eine spezielle Losung, die zuerst E. SCHRODINGER 1914 an-
gegeben hat. Frei nach den Worten von E. SCHRODINGER: In diesem
Falle liefern also die Massenpunkte in ihrer Gesamtheit durch ihre Be-
wegung ein mechanisches Bild simtlicher geradzahliger Besselfunktionen
erster Art. Der andere Propagator kann aufgrund der Eigenschaften der
Besselfunktionen in der Form (n > 0)

ZJQ(n+V)+1[w9 t] (A.16)

v=0

Q[n7 t] = i
Wy
geschrieben werden.

Die obigen Propagatoren haben physikalisch die merkwiirdige Eigen-
schaft, daf} auch fiir sehr kleine Zeiten ¢ die Stérung im Prinzip schon
bei einem Oszillator mit unendlich groflem Index n spiirbar ist. Die
Anschauung erwartet eher eine Ausbreitung mit einer endlichen Grenz-
geschwindigkeit. Doch dies gilt nur fiir das Kontinuum. Mit Hilfe der
Dispersionsrelation (A.8) konnen wir im Grenzfall ¥k — 0 (Langwellen)
eine solche effektive Schallgeschwindigkeit

1

cs = iwgd (A.17)

definieren. Mit der kontinuierlichen Linge r = nd gilt so

z(r,t) = 2[0] Iy r| [20‘;} . (A.18)
Hier kénnen wir sehen, dafl ein Grenziibergang d — 0 nicht zwingend
in die Losung des Kontinuums iibergeht. Solange die Gitterkonstante
d ungleich null ist, ist das raum-zeitliche Verhalten durch den obigen
Propagator gegeben. Die entsprechende Losung fiir die klassische Wellen-
gleichung lautet ja

ol ] = %x[O] (6r — ey ] + 8l + cs 1]} (A.19)



Doch diese hydrodynamische Losung folgt nicht aus der obigen kinetischen
Losung (A.18).

Insbesondere in der Umgebung von r = 4c, t ist das Losungsverhalten
des kinetischen Propagators (A.18) interessant. Benutzt man hier die
asymptotische Formel der Besselfunktionen vom Nicholson Typ, so gilt

gendhert
o[, 1] ~ 2(0) (cft)l/g Ai {2 ((i)l/s (“"d”)] (A.20)

wobei die Airy-Funktion durch

. 1 T ud
Ai[z] == [ cos | — 4 zu| du (A.21)
7T 3
0
gegeben ist. Die obige Darstellung 148t sich auch direkt aus dem Fou-
rierintegral (A.14) durch Entwicklung der Sinusfunktion im Argument
gewinnen (Methode der stationdren Phase).

A.3 Schwerewellen und Kapillarwellen

...water waves, which are easily seen by
everyone and which are used as an ezx-
ample of waves in elementary courses...
are the worst possible example... they ha-
ve all the complications that waves can
have...

RICHARD FEYNMAN (1918-1988)

Die direkte Analogie zu den spiralférmigen Dichtewellen an den Mon-
dresonanzen im Saturnring sind einfache Wasserwellen, die jeder beim
Hereinfallen eines Regentropfens auf eine Wasseroberfléche beobachten
kann.

w=gk+ %k‘n’ (A.22)
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