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1 Problemstellung

Manchmal fordert uns die Vergangen-
heit auf, ithren Spuren zu folgen. Dann
gibt es keinen Unterschied mehr zwi-
schen der Gegenwart, die ist, und der
Vergangenheit, die einst war.

Die Hauptaufgabe der Astrometrie ist die genaue Positionsbestim-
mung von astrophysikalischen Objekten an der Himmelskugel und die
Feststellung ihrer zeitlichen Verdnderungen und damit auch ihrer genauen
Entfernungen. Die Positionsbestimmung geschah ab dem 13. Jahrhundert
mit dem sogenannten Jakobsstab (siehe 1.1), ab dem 17. Jahrhundert
mit den Meridiankreisen. Erste Entfernungen und Eigenbewegungen
konnten erst ab dem 19. Jahrhundert erfasst werden. Heutzutage kénnen
mit speziellen Satelliten (HIPPARCHOS und ab 2014 GATA) uniibertrof-
fen genaue Datensdtze gewonnen werden. Der Hauptgegenstand dieses
Buches soll nicht die Darlegung dieser Messkunst sein, sondern die ersten
Probleme und Schritte zur Auswertung eines gréfleren astrometrischen
Datensatzes, wie er sich ab dem frithen 19. Jahrhundert aus den ersten
Messungen zwangslaufig ergab.

Die auffallendste GesetzmafBigkeit in der scheinbaren Bewegung der
“Fixsterne* an der Himmelssphére ist die Widerspiegelung der Sonnen-
bewegung relativ zu den anderen Sternen — der parallaktische Anteil.
Sterne von vorn kommen uns entgegen, hintere Sterne bleiben zuriick
und seitwdrts Sterne ziehen vorbei. Der sogenannte Apex (Apex latei-
nisch.: Spitze, Kopf (Apizes)) ist als Zielpunkt der Sonnenbewegung, der
Antapex als Gegenpunkt an der Himmelssphére definiert.

Ein zweiter Begriff, der heutzutage kaum noch in der Stellardynamik
verwendet wird, ist der sogenannte Vertex (Vertex lateinisch, Plural
Vertices: Ecke, Kante). Sowohl der niederldndische Astronom KAPTEYN
als auch etwas spéter der deutsche Astrophysiker KARL SCHWARZSCHILD
haben fiir die ,,Zweistromhypothese“ beispielsweise fiir die ,,Ellipsoidhy-



Fig. 1.1: Die Winkelmessung mit dem Jakobsstab, wie sie ab dem 13. Jahrhundert
ublich war. Entnommen aus dem Werk: Introductio geographica von APIANUS
aus dem Jahre 1532. (Quelle: wikimedia.commons)

pothese* diesen Begriff fir die Ausrichtung der anisotropen Geschwindig-
keitsverteilung der Sterne in der Sonnenumgebung eingefiihrt. Bei KARL
SCHWARZSCHILD wird die Richtung der groflen Achse des triaxialen Ge-
schwindigkeitsellipsoiden als die Vertex — Richtung bezeichnet. Die grofle
Achse ist dabei mehr oder weniger zum galaktischen Zentrum gerichtet.
Wir werden spéter zeigen, dass die Achsen dieses Geschwindigkeitsellip-
soiden aus einer Gausschen Apexmethode folgen — ohne das GAUSS es
1822 bemerkt oder so interpretiert hétte.

Als neuen Begriff wollen wir hier das Wort Vortex (Vortex lateinisch
Wirbel) einfiihren. Der Vortex — Vektor beschreibt den lokalen Wirbelvek-
tor der galaktischen Scherstrémung in der Sonnenumgebung. Der Betrag
dieses Vektors ist identisch gleich dem Betrag der zweiten Oortschen
Konstanten B. Die Richtung des Vortex — Vektors zeigt in Richtung des



Fig. 1.2: Die Figenbewegung des Sonnensystems von S nach C auf das Ziel APEX
B an der Himmelssphdre zu. Die als , Fizpunkte“ angenommenen acht Sterne
erleiden dabei scheinbar einen parallaktischen Effekt durch Bewegung von a nach b.
Skizze von J. HERSCHEL aus dem Jahre 1783 in den Philosophical Transactions 73.



lokalen Drehimpulsvektors, also hier des galaktischen Stidpols, was eine
Aussage bezliglich der Drehrichtung der Milchstrafle zulasst. Wir fassen
zZusammen:

e Apex: Zielpunkt der Eigenbewegung des Sonnensystems gegentiber
der stellaren Umgebung

e Vertex: Ausrichtung der groflen Achse des triaxialen Geschwin-
digkeitsellipsoiden an der Himmelskugel. Vertexachse zeigt mehr
oder weniger zum galaktischen Zentrum. Aus dem Achsenverhéltnis
lasst sich ein wichtiger Rotationsparameter der Galaxis ableiten.

e Vortex: Der Zielpunkt des lokalen Wirbelvektors in der Son-
nenumgebung, hervorgerufen durch die galaktische Rotation und
Scherstromung. Der Zielpunkt des Vektors zeigt mehr oder weniger
zum galaktischen Stidpol und der Betrag ist mit demjenigen der
Oortschen Konstanten B identisch.

Die Geschichte der Bewegung des Sonnensystems begann mit einer Arbeit
von W. HERSCHEL aus dem 18. Jahrhundert und erreichte ihren ersten
Hohepunkt Mitte des 19. Jahrhunderts, insbesondere aufgrund eines
neuen Sternkataloges von W. ARGELANDER 1838. Wenig bekannt ist,
dass sich schon der Mathematiker C.F. GAUSS um 1822 sehr intensiv
mit Apexbestimmung beschéftigt hat. In den Jahren 1819, 1820, 1821
und 1822 hatte GAUSS eine Preisaufgabe beziiglich dieses Themas an
der Universitdt Gottingen ausgeschrieben, die aber keinen Bearbeiter
fand (Preisgeld 50 Dukaten = 275 rheinische Gulden =~ 183 nordische
Taler). Der Termin war Michaelis (30. September) 1822'. Motivation
fiir diese Aufgabe war wohl ein neuer Sternkatalog von BESSEL mit
Eigenbewegungen von 71 Sternen. Die Preisfrage wurde auf Latein und
Deutsch bekanntgegeben. Sie lautete

Bekanntlich haben einige Astronomen in den beobachteten
eigenen Bewegungen der Firsterne eine Bewegung unseres
Sonnensystems, gegen das Sternbild des Hercules zu, zu er-
kennen geglaubt.

1Im Volksmund wurde dieser Gedenktag auch Michaeli genannt. Traditionell war der
Michaelistag ein beliebter Termin fiir laufende Miet-, Pacht- oder Zinszahlungen
und, wie Marid Lichtmess, ein traditioneller Termin fiir die Verdingung von
Knechten oder Mégden.



Neuere Untersuchungen anderer Astronomen haben zwar dies
nicht bestatigt, erschopfen jedoch den Gegenstand nicht, und
obgleich sie zeigen, dass in den beobachteten eigenen Bewe-
gungen die Wirkung der eigenen Bewegung unseres Sonnen-
systems nicht tberwiegend vorherrsche, schlieflen sie die Hoff-
nung nicht aus, dass eine strengere Untersuchung, gestiitzt
auf die Wahrscheinlichkeitsrechnung, in jenen noch die Spuren
von dieser erkennen kénne.

Die Kénigliche Societit wiinscht demnach: Eine neue sorg-
faltige Diskussion der beobachteten eigenen Bewegungen der
Fizsterne, um wo mdglich die wahrscheinlichste Richtung der
Bewegung unseres Sonnensystems auszumitteln.

GAUSss hatte wohl gehofft, dass BESSEL sich um den Preis bemiiht. Doch
dieser hielt die Aufgabe noch zu verfriiht. In jedem Fall hat sich ab
1821 OLBERS um eine Losung bemiiht, welche dann auch zu einem regen
Briefwechsel mit GAuss fithrte. Darauf werden wir noch eingehen.

Allgemein bekannt wurden die aus dem Jahre 1822 stammenden Apex-
rechnungen von GAUSS erst ab dem Jahre 1917, nachdem der Band XI/1
der gesammelten Werke von Gauss erschienen war. Die Publikation des
Gausschen Nachlasses erstreckte sich ndmlich {iber den Zeitraum 1863-
1929. Wihrend HERSCHEL, spater OLBERS, BESSEL oder ARGELANDER
mehr heuristisch-graphische Abschétzungen anhand der beobachteten
Eigenbewegungen der Sterne in Rektaszension und Deklination mach-
ten, versuchte GAUSS willkiirfreie mathematische Methoden der Statistik
anzuwenden, um den wahrscheinlichsten Ort des Sonnenapex zu bestim-
men ( Methode der kleinsten Quadrate; unabhdngig vom verwendeten
Koordinatensystem) . Dabei ging er natiirlich von gewissen Pramissen
aus, von denen man heute weif3, dass sie nicht genau zutreffen. So ist
die Regellosigkeit der Pekuliarbewegung der Sterne in Sonnenumgebung
nicht ganz erfiillt, weil

e eine Abhéngigkeit von der galaktischen Lénge besteht, da man
innerhalb der galaktischen Ebene in ein differentiell rotierendes
Wirbelfeld schaut

 eine Abhéngigkeit von der gewéhlten Sterngruppe besteht (Unter-
schiedliche Sternpopulationen verschiedenen Alters und Entwick-
lungsgeschichte: Mira-Sterne, Schnelllaufer, Unterzwerge, RR Lyr



Sterne,...).und Abhéngigkeit von der Metallizitat ( asymmetric
drift)

o die Geschwindigkeitsverteilung der Sterne stark anisotrop ist und
die Starke dieser Anisotropie besonders vom Alter der Gruppe
abhédngt ( ,,spiral wave heating* und asymmetric drift)

Die Grenze zwischen der Pekuliarbewegung der Sonne und systematischer
Bewegung einer speziellen Sterngruppe ist flieend. Heutzutage gibt es
klare Definitionen:

« Die Differenz der Sonnenbewegung gegeniiber einem Ensemble von
Sternen in ihrer Umgebung wird als solar motion oder Apex-
bewegung der Sonne bezeichnet. Der so definierte ,,Zentroid“ oder
»3chwerpunkt® der Gruppe bewegt sich aber nicht unbedingt auf
einer dynamisch wohldefinierten Kreisbahn um das galaktische
Zentrum. Bezieht man die Sonnenbewegung auf Sterne anderer
Spektralklassen oder héhere Metallizitéaten (dltere Sterngeneratio-
nen), so ergeben sich fiir die Apexgeschwindigkeiten und Richtungen
leicht unterschiedliche Werte: asymmetric drift.

e Da der exakte Wert der Apexgeschwindigkeit von dem gewéhlten
Ensemble von Sternen der Sonnenumgebung abhéngt, definiert man
eine hypothetische Population von Sternen in der Sonnenumgebung,
die eine exakte Kreisbahn um das galaktische Zentrum vollfiithren.
Diese hypothetischen Sterne definieren den sogenannten local
standard of rest, oder kurz LSR.

Die Bewegung der Sonne relativ zu diesem LSRR ist heute bestimmt
zu
vpsr = 16.5km/s; [ =53°, b= 25° (1.1)

¢

Dieser Geschwindigkeitsvektor stimmt nicht exakt mit der ,klassischen
Apexbewegung tiberein, denn hier ergeben sich eher Geschwindigkeiten
nahe bei 20 km/s. Ursache ist natiirlich die asymmetrische Drift. Man
definiert diese Drift v, einer Sternpopulation als die Differenz zwischen
dem lokalen LSR der galaktischen Rotation v, und der wirklichen
mittleren Geschwindigkeit der Sterngruppe v, durch die halb - empirische



Relation?
<vy >

D b
wo D etwa den Wert D = 120km/s hat. Diese Relation kann man als
Konsequenz einer statistischen ., Jeans - Maxwell Gleichung“ der Stellardy-
namik in einem zentralsymmetrischen Feld ansehen. Die lokale Dynamik
in der Galaxie wird natiirlich durch Dichtewellen und Dichtegradienten
entscheidend mitbestimmt.

Doch von diesen Komplikationen wussten ein HERSCHEL, ein BESSEL,
ein OLBERS oder ein GAUSS zu Beginn des 19. Jahrhunderts noch nichts.
BESSEL war sehr skeptisch beziiglich einer Apexbestimmung und hielt
die Zeit wegen zu spérlichen Materials noch nicht fiir gekommen, eine
Apexbestimmung (solar motion; nicht LSR) durchzufiihren (1825). Die
Aufgabe bestand darin, aus einem diirftigen Material von etwa 70 Sternen
den Anteil der Sonnenbewegung aus den pekuliaren Sternbewegungen
herauszufiltern. Das fithrt aber unweigerlich zur Aufgabe,mit einer geeig-
neten Methode den Fluchtpunkt der Sonne am Himmel — den Apex — und
die Geschwindigkeit der Sonne im Vergleich zu der mittleren Geschwin-
digkeit der Umgebungssterne zu bestimmen. Zwei der von (GAUSS um
1822 verwendete Rechenmethode sind gegen Ende des 19. Jahrhunderts
als die Airy-Bravais und Kobold-Harzersche Methode in die Literatur
der kinematischen Stellarstatistik eingegangen. Die letztere ist aber keine
wirkliche Apex - Methode gewesen, sondern mehr eine Vertez - Methode
— wie noch zu erklaren ist.

Die wichtigste Entdeckung der Stellardynamik, ndmlich die differen-
tielle Rotation unserer Galaxie, wurde aber erst 1925-1927 von BERTIL
LINDBLAD und JAN HENDRIK OORT (1900-1992) durchgefiihrt, nachdem
Bewegungs-Daten auch von weit entfernten Sternen bekannt waren. Milne
hat dann 1935 eine allgemeine theoretische Analyse der kinematischen
Observablen der Astrometrie geliefert ([34]).

Im Folgenden soll insbesondere gezeigt werden, dass die erste und
mathematisch komplizierteste Methode von GAUSS sehr empfindlich
von der Annahme der Isotropie der Geschwindigkeiten abhéingt. Man
kann zeigen, dass GAUSS mit seiner ersten Methode von 1822 mehr den
sogenannten Verter — also die Richtung der grofiten Achse des triaxialen
Schwarzschildschen Geschwindigkeitsellipsoiden — bestimmt hat, als die

Vg = Ve— < Vp >= (1.2)

?Binney & Tremaine: Galactic Dynamics, Princeton University Press 1987



eigentliche Apexrichtung.

In diesen Betrachtungen von Ideenverbindungen alter schon in Ver-
gessenheit geratener klassischer Methoden mit modernen Ideen und
Daten (Astrometrie- Satellit HIPPARCOS 1989-1993, der sehr genaue
Eigenbewegungen und Parallaxen der Sterne messen konnte, nicht aber
Radialgeschwindigkeiten) liegt ein besonderer wissenschafts - historischer
und wissenschafts - philosophischer Reiz. ERNST ANDING hat eine sol-
che Untersuchung schon 1901 durchgefiihrt, und zwar der Methoden
von Argelander, Bessel und Airy. Insbesondere soll die Betonung auf
den Methoden, nicht so sehr auf den Ergebnissen liegen. Der Bogen
der ,Methodengeschichte“ soll gespannt werden von den ersten Anfan-
gen beHERSCHEL iiber GAUSS, BESSEL, ARGELANDER, SCHWARZSCHILD
bis OORT. Aktualitdt haben koordinateninvariante Auswertemethoden
kiirzlich durch eine alternative Darstellung der kosmischen anisotropen
3Kelvin Hintergrundstrahlung erfahren, bei der die Fluktuationen nicht
durch koordinatenabhéangige Kugelflachenfunktionen dargestellt werden,
sondern durch die alternative Maxwellsche Darstellung, bei der Kugel-
funktionen durch Gradienten nach bestimmten Richtungen représentiert
werden.?

Ein kurzer historischer Uberblick beziiglich Stellardynamik ( unvoll-
stéandig) soll hier folgen:

o 1730: Versuch vom Bau der Welt . D.J. BIEDENBURG (?-7). Arzt aus
Bremen, dessen genaue Lebensdaten unbekannt sind. Erste wage
Spekulationen iiber den strukturellen Aufbau der ,,Milchstrafie®.

e 1761: Cosmologische Briefe tiber die Einrichtung des Weltenbaues
(Augsburg 1761) von J. H. LAMBERT. Erste Hypothesen {iber
die Scheibenstruktur der Milchstrafle und tiber ,extragalaktische
Nebel“

o 1783: Uber die Figenbewegung der Sonne und des Sonnensystems.
F. W. HERSCHEL (1738-1822), mit seiner Schwester CAROLINE

3Copi,C. Huterer, D. & Starkman, G.D.(2004): Multipole Vectors: A new representa-
tion of the CMB sky and evidence for statistical anisotropy or non-Gaussiantity at
2 <1 < 8. Physical Review D 043515 (2004). Den Autoren ist es zunédchst wohl
nicht aufgefallen, dafl ihre Methode auf der ,Maxwellschen® Darstellung der Ku-
gelfunktionen beruht. Die Darstellung von Daten auf einer Kugeloberfliche durch
Kugelflachenfunktionen ist auch heutzutage noch rechentechnisch sehr aufwendig
(HEALPix - software (http://healpix.jpl.nasa.gov))


http://healpix.jpl.nasa.gov
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Fig. 1.3: Das Titelblatt des ungewéohnlichen Buches von dem Bremer Arzt J.D.
BIEDENBURG tber den mdglichen Bau des Sternensystems oder der ,Welt“ ([7])
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dem Jahre 1761.



HERSCHEL (1750-1848)

1805: Richtung und Bewegung der Sonne. Bestimmung des Sonnen-
apex von Herschel

1819: C.F.GAuss stellt eine Preisaufgabe beziiglich Bestimmung des
Sonnenapex an der Gottinger Universitdt. Problem findet keinen
Bearbeiter, auch nicht von BESSEL, der das Problem als noch zu
frith ansieht und die Grofikreise der Eigenbewegungen von etwa 70
Sternen an der Himmelskugel zur Hilfe nehmen méchte .

1822: F.W.OLBERS beschiftigt sich mit der wahrscheinlichsten
Richtung der Pekuliarbewegung der Sonne (Apexrechnungen). Brief-
wechsel mit GAUss. Darauthin entwickelt GAUSS mehrere Apexme-
thoden aus unterschiedlichen Blickwinkeln innerhalb der Methode
der kleinsten Quadrate. Ergebnisse werden aber nie veroffentlicht.

1838: ARGELANDER veroffentlicht Sternkatalog mit Eigenbewegun-
gen von iiber 380 Sternen und berechnet erneut den Apex. GAUSS
fithrt daraufhin seine umfangreichsten Rechnungen durch und teilt
diese ARGELANDER mit. GAUSS entdeckt erste Hinweise auf eine
systematische Geschwindigkeitsverteilung der Sterne in der Sonne-
numgebung.

1860: G.B. AIRY entwickelt eine statistische Methode zur Apexbe-
stimmung, die aber schon GAUSS bekannt war.

1893: H. KoBOLD glaubt, dass nur die ,,Bessel’sche Methode* den
richtigen Fluchtpunkt der Sonnenbewegung festlegt. Erste Hinweise
auf eine stark anisotrope Geschwindigkeitsverteilung der Sterne
in der Sonnenumgebung. Versuche, die galaktische Rotation zu
bestimmen, scheitern.

1904: J. Kapteyn entwickelt die Vorstellung von zwei Sternstrémen,
erkennt aber noch nicht die galaktische Rotation und Scherstro-
mung.

1906: A. EDDINGTON formuliert die mathematische Theorie der
,Drifthypothese® auf der Grundlage der Maxwellschen Geschwin-
digkeitsverteilung.



1907: K. SCHWARZSCHILD erkléart die Vorzugsrichtungen bei der
lokalen Bewegung der Sterne durch seine triaxiale Geschwindigkeits-
verteilung der Pekuliarbewegungen der Sterne. Diese existiert nach
Abzug der Apexbewegung der Sonne. SCHWARZSCHILD entwickelt
eine eigene lokale Methode zur Bestimmung des Apex und des Ver-
tex, aufbauend auf den Arbeiten von EDDINGTON. Die Vorstellung
einer galaktischen Rotation ist ihm aber noch fremd.

1925: B. Lindblad postuliert theoretisch nun endlich eine differentiel-
le Rotation der Milchstrafle, die man auch in den Sternbewegungen
sehen miisse.

1927: J. OORT deduziert etwa 100 Jahre nach GAUSS aus zahl-
reichen dynamischen Daten von auch weit entfernten Sternen die
differentielle Rotation der Galaxies und deren dynamische Parame-
ter (Oortsche Konstanten A und B ).

1952: J. OoRT und H. VAN DE HULST lokalisieren Spiralarme in
der Milchstrafle durch neuartige radioastronomische Messungen

1989 - 1993: Der Satellit Hipparcos liefert trotz falscher Zielbahn
duferst genaue Positionen, Eigenbewegungen und Parallaxen von
fast 120000 Sternen der Sonnenumgebung. Es entsteht der Hippar-
cos Katalog und der erweiterte Tycho Katalog. ESA 1997: The
HIPPARCOS Catalogue, ESA SP 1200

2003 - 20127 RAVE Radial Velocity Experiment. Ein Beobach-
tungsprogramm am 1.2m UK Schmidt Teleskop des Anglo - Austra-
lian - Observatory (AAO) zur Messung der Radialgeschwindigkeit
und der Metallizitdt von fast 1 Millionen Sternen.

(2014 - 20247) Astrometrie-Satellit Gaia (altes Kiirzel GAIA:
Globales Astrometrisches Interferometer fiir die Astrophysik).
Der am 19. Dezember 2013 gestartete Nachfolger des ESA-Satelliten
HIPPARCOS, der am L2-Punkt zur Sonne - Erde etwa eine Milliar-
de Sterne unserer Galaxis mit etwa 10 - 50-facher Genauigkeit als
der HIPPARCOS Satellit mit Position und Geschwindigkeitsvektor
(6D - Phasenraum) vermessen soll (Genauigkeit etwa 2 - 10 Mikro-
bogensekunden = pas!) ([31]). Hier miissen bei der Interpretation



schon unterschiedliche Effekte der Relativitatstheorie beriicksich-
tigt werden. Auch kénnen zum erstenmal sdkulare Aberrationen
an Quasaren gemessen werden. Die Messung erfolgt mit Selbstkali-
bration und es miissen zur Auswertung der nicht-segmentierbaren
Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate etwa
700 Millionen Unbekannte aus 500 Milliarden Messungen gewonnen
werden. Das sehr ehrgeizige Grofl - Projekt hat als Ziel die neue
Fundamentalvermessung unserer Galaxis. Auch die Entdeckung
von Sternen mit planetaren Begleitern wird als “Nebenprodukt®
abfallen. Der urspriingliche Name (Akronym) GATA ist aber nicht
mehr sinnvoll, da bei der Planung 1993 noch ein interferometrisches
Prinzip vorgesehen war. Doch dies hitte mehr Strom benétigt und
zu viel Temperaturschwankungen und zu hohe Datentransferraten
verursacht, was die Genauigkeit der Messung stark beeintrédchtigt
hétte. Daher wurde der Projektname paradoxerweise in Gaia
umgeédndert, was aber mit der Erdgdttin wirklich nichts zu tun hat.
Ahnlich wie beim Meridiankreis in Kiel 1905 hatte man auch hier
»den Bogen schon etwas tberspannt*.

In den folgenden Kapiteln werden wir also die wichtigsten Auswerteme-
thoden diskutieren, welche sich relativ langsam und sehr zdh im Laufe des
19. Jahrhunderts entwickelt haben, um insbesondere aus astrometrischen
Positionsdaten und Eigenbewegungsdaten mazimal mdgliche kinema-
tische Informationen diber das uns umgebende Sternenmeer zu erhalten.
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2 Die Grundgleichungen

Die Position eines Sterns wird in der Astronomie durch die Rektaszension
« und die Deklination ¢ angegeben. Der Deklinationswinkel wird dabei
vom Himmelsdquator gemessen, der eine Projektion des Erddquators an
die Himmelskugel darstellt. Die Erdachse bestimmt die beiden Pole dieses
sphérischen Koordinatensystems. Spéater verwenden wir auch noch ein
galaktisches Koordinatensystem, welches durch die galaktische Ebene
unserer Galaxis festgelegt wurde. Der Richtungsvektor eV = e zum
Stern ist dann ganz allgemein durch

cos[a] cos|[d]
e = [ sinfa] cos|d] (2.1)
sin[d]

gegeben. Das totale Differential der obigen Gleichung lautet nun

de®) = @ cos[8] do + e db (2.2)
mit
— sin|a] — cos|a] sin[d]
e? = | +cosle] |; e® = —sinfa]sin[d] |. (2.3)
0 cos|d]

Dabei gelten fiir eine beliebige Permutation der Zahlen ji,js,j3 die
Beziehungen

e(jl) — e(jz) % e(js) e(jl) o e(jz) =0 (2‘4)

sowie [e(Me(?e®] = 1. Die drei Basisvektoren e(!), e(?), (3 bilden somit
ein orthonormiertes System.

Die Tradition in der Astronomie hat dazu gefithrt, die Gleichung (2.2)
in der Form

e = & cosld]e® +t5e®
po €®) + 5 et (2.5)



zu schreiben. Die Gréflen p,, und ps sind die eigentlichen Parameter, wel-
che die Eigenbewegung eines Sterns in Einheiten von Bogensekunden pro
Jahr [as /J]oder Millibogensekunden pro Jahr [mas/J] (HIPPARCHOS)
oder Mikrobogensekunden pro Jahr [uas/J] (GATA) messen. Eine weitere
wichtige Grofe ist der Richtungswinkel ¢ dieser Eigenbewegung an der
Himmelskugel. Die Definitionsgleichungen lauten

fo = psinfy]
ps = coslg]. (2.6)

1 bedeutet hier den Gesamtbetrag der Eigenbewegung. Da die Rektas-
zension auf einer ,, genordeten“ Sternkarte von rechts nach links zunimmt
(Sterne bewegen sich an der Himmelskugel aufgrund der Erdrotation
beim Blick nach Siidden auf der Nordhalbkugel von Ost nach West — also
beim Blick nach Siiden von links nach rechts—), bedeutet ein positives
Lo, €ine Bewegung nach Links, ein negatives u, eine Bewegung nach
Rechts. Darum wird der Richtungswinkel ¢ der Eigenbewegung gegen
den Uhrzeigersinn gezéahlt, und zwar ist ¢ = 0 die nordliche Richtung
parallel zu den Stundenkreisen. GAUSS benutzte genau diese klassische
Definition bei der Analyse der Argelanderschen Bewegungsdaten 1838, da-
gegen benutzte EDDINGTON 1906 bei seiner Analyse der Bewegungsdaten
eine andere Festlegung.

Fiir eine bestimmte Sterngruppe', in der sich auch unsere Sonne befin-
det, definiere man nun eine charakteristische Gruppengeschwindigkeit.
Vom physikalischen Standpunkt aus erscheint es sinnvoll, hierfiir die
Schwerpunktsgeschwindigkeit der Gruppe zu wihlen?. Zunichst gilt in
der Newtonschen Approximation

Rn = R@ +1r, e,
R, = Ro+rme,+ré, (2.7)
R, = Ro+ine, +2mé,+ré,

IDer sogenannte “local standard of rest* wird heute definiert mit etwa 400 A-Sternen
und 400 K-Sternen aus der Sonnenumgebung mit Entfernungen kleiner 100 pc, die
zudem eine fast isotrope Geschwindigkeitsverteilung aufweisen

2Global physikalisch liegt der Schwerpunkt unseres Milchstrafen-Systems natiirlich in
der Néhe des galaktisches Zentrums. Da wir aber noch nicht das ganze Milchstralen
System astrometrisch vermessen konnen, miissen wir diesen fiktiven “lokalen
Schwerpunkt festlegen.



Hier bedeutet R,, den Ortsvektor eines Sternes der Marke n, bezogen auf
ein zunéchst beliebiges Inertialsystem, R den entsprechenden Vektor
der Sonne, 7, die Distanz eines Sterns zur Sonne und e, und &, die
Richtung und die &nderung der Richtung des Sternes von der Sonne. Es
gilt e, 0 &, = 0.

Die obigen Gleichungen beschreiben die Bewegung eines Sternes und die
Interpretation der Beobachtungsgrofien in einer ,klassisch* idealisierten
Form. Es werden folgende Vereinfachungen angenommen:

e Der Geschwindigkeitsvektor des Sternes ist konstant

e Die perspektivischen dnderungen durch die Eigenbewegung sind
nur von erster Ordnung in der Geometrie

e Die Lichtlaufzeit und die damit einhergehende kleine dnderung der
scheinbaren Geschwindigkeit der Eigenbewegung wird im Folgenden
vernachléssigt (Effekt der Ordnung v/c)

Im Jahre 1729 entdeckte der englische Theologe und Astronom JAMES
BRADLEY (1693-1762) beim Versuch zur Messung der Parallaxe des Sterns
~ Draconis die sogenannte jihrliche Aberration, bei welcher der Ort eines
Fixsterns sich wahrend des Jahreslaufes scheinbar periodisch um etwa 20
Bogensekunden um seinen mittleren Ort an der Himmelskugel bewegt?
Bezeichnet man den Geschwindigkeitsvektor des Erde-Mondsystems in
einem kosmischen Inertialsystem - orientiert an Quasaren - mit v, so
erleidet jeder Stern mit seiner Eigen-Position e in erster Ordnung v/c
die Verriickung

1 1

eA:E{v—(eov)e}EE{ex(vxe)}, (2.8)
wobei ¢ hier die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Skalare Multiplikation
mit e zeigt, dass die Verschiebung e4 senkrecht auf der Richtung e steht.
Waihrend eines Jahres d&ndert der Geschwindigkeitsvektor v nun periodisch
seine Richtung, woraus der Effekt der Positionsdnderung eines Sternes
folgt. Die eigentliche gleichférmige Bewegung des Sonnensystems im Raum
ist dagegen nicht bemerkbar und somit auch nicht messbar. Andert sich
aber durch die Bewegung des Sonnensystems um das galaktische Zentrum
der Vektor v, so fiihrt das zu einer sogenannten sikularen Aberration. Der

3Dies war ein erster direkter Beweis fiir das heliozentrische Weltbild des Kopernikus.



letzte Punkt wird in der klassischen Astrometrie kaum erwéhnt, obwohl
schon der englische Astronom JOHN POND (1767-1836) diesen Effekt in
einem Artikel von 1833 als in ferner Zukunft messbar erlauterte. Der
junge Student K. SCHWARZSCHILD verdffentlichte 1894 eine Arbeit Uber
den Einfluss der sdakularen Aberration auf die Fixsternérter, in der er
diesen Effekt genauer diskutierte (Schwarzschild 1894).* Er schreibt am
Ende seines Artikels:

... Als einzige Wirkung der Aberration bleibt eine konstante
Verzerrung des Himmelsgewdélbes ibrig, auf deren Beseitigung
man stets verzichten wird...

Wir werden in einem spéteren Kapitel iiber Ergebnisse des GAIA-Satelliten
auf dieses Phdnomen noch zuriickkommen.

Wir definieren nun fiir eine Gruppe von N Sternen ein Koordinaten-
system mit den Eigenschaften

In diesem Schwerpunktsystem hat die Sonne die Koordinaten

X, MnTnen
me+Y., My,

Differentiation nach der Zeit liefert fiir die Sonnengeschwindigkeit den
Ausdruck

Ro = (2.10)

2 Malnen + 30, My Tnén
me + Y., Mn '

Rp = (2.11)

Eine solche Formel wie (2.11) zur Bestimmung des Sonnenapex hétte
im 19. Jahrhundert natiirlich keinen praktischen Nutzen gehabt, da
man weder die Massen m,, noch die Radialgeschwindigkeiten 7, der
Sterne beziiglich der Sonne kannte. Im weiteren fithren wir daher die
Vereinfachung ein, dafl innerhalb der Sternengruppe alle Massen m,,
gleich der Sonnenmasse sind. Im Prinzip bedeutet dies eine Aufweichung
der Definition der Apexbewegung der Sonne: Von einer dynamischen
Definition wird zu einer rein kinematischen Definition iibergegangen. Vom

4Der Lichtlaufzeiteffekt fithrt ja bei VLBI - Messungen von Quasar - Jets zu den
bekannten scheinbaren Uberlichtgeschwindigkeiten.



Schwerpunkt geht man zum geometrischen Zentroid der Sterngruppe
iiber. Letztendlich bleibt auch unklar, ob die so definierte Geschwindigkeit
v die wirkliche lokale Geschwindigkeit gegeniiber dem interstellaren Gas
darstellt. In jedem Fall vereinfacht sich nun (2.11) in

Vo = —ﬁ (; Fr€n + En: rnén> . (2.12)

N ist hier die Anzahl der Sterne in der betrachteten Gruppe. Zur Verein-
fachung schreiben wir jetzt die zweite Gleichung von (2.7) ( Fundamen-
talgleichung der Stellarkinematik) in der Form

Vp =V + Tnen + rmén. (2.13)

oder mit (2.4) ausfiihrlicher
vV, =Ve + r‘neg) + T Ua eg) + Ty s esls). (2.14)
wo sich die Geschwindigkeitsvektoren nun auf das Schwerpunktsystem

beziehen. Multipliziert man die obige Vektorgleichung skalar nacheinander

mit e,(f) und e%s), so ergibt sich

Vo, O eg) = Vpo ef) + Tn Ua
vpoe® = vgoel® 41, s (2.15)

Wiren die Radialgeschwindigkeiten, die Eigenbewegungen und die Ent-
fernungen bekannt, lieferte (2.12) die gewiinschte Losung fiir die Pe-
kuliargeschwindigkeit v der Sonne. Man koénnte dann alle anderen
Geschwindigkeitsvektoren der Sterne rekonstruieren und eine Art 3D-
Karte der unmittelbaren Sonnenumgebung anfertigen. Aus der rdumlichen
Geschwindigkeitsverteilung der Sterne kann man dann auch auf die Mas-
senverteilung unserer Galaxis schliefen. Dies ist aber erst mit Gaia ab
dem Jahr 2014 mit duflerster Prézision (10 - 50 Mikrobogensekunden!)
moglich. (Das Projekt eines deutschen Astrometriesatelliten DIVA wurde
eingestellt).



Fig. 2.1: Der damals neue Meridiankreis der Kieler Sternwarte im Jahre 1905.
Er war das Grofite seiner Bauart , dass je in Deutschland von der Firma Repsold
& Séhne aus Hamburg aufgestellt wurde. Wissenschaftlich war das Gerdt aufgrund
zahlreicher ,, Kinderkrankheiten“ ein Fehlschlag. Bei Wartungsarbeiten fiel das
kunstvolle Instrument am 29.Mati 1933 zu Boden - seine Entlastungsketten waren
unbemerkt verrostet und seine Teilkreise durch Feuchtigkeit lings erblindet. Im
Jahre 1950 wurde das historische Instrument einfach verschrottet. Sein einst mach-
tiger Fundamentblock liegt heute unter StrafSenteer. Als Teil des Weltkulturerbes
(UNESCO) wie die Universititssternwarte Kasan in der russischen Foderation im
Jahre 2028 konnte so das Instrument und die Kieler Sternwarte nie mehr werden.

Quelle: [32,



3 Die Apex - Methoden

3.1 Apex aus Radialgeschwindigkeiten

Eine erste brauchbare Methode, um nur aus Radialgeschwindigkeiten die
Apexbewegung der Sonne abzuleiten, ergibt sich zunéchst dadurch, dass
wir (2.13) skalar mit e,, multiplizieren. Wir erhalten

€,0V, =€, 0Vg + Ty. (3.1)

Natiirlich standen Radialgeschwindigkeiten von Sternen zur Zeit von
OLBERS, GAUSS oder ARGELANDER nicht zur Verfiigung, da hierzu
genaue spektroskopische Messungen notwendig sind. Wir behandeln hier
diese Methode nur, um das entscheidende Prinzip zu zeigen. Summation
iiber alle n in der obigen Beziehung fiihrt zur sinnlosen Gleichung 0 =
0, wenn die Sterne gleichméfig iber die Himmelssphére verteilt sind.
Stattdessen benutzen wir nun das wahrscheinlichkeitstheoretische Prinzip
von GAUss-Legendre, namlich die Methode der kleinsten Quadrate. Wir
machen hierzu das Aggregat

> e ove + ) (3.2)

n

durch Variation von v minimal. Ohne Einschrénkung kénnen wir zu-
néchst den obigen Ausdruck reduzieren zu

Q(ve) = Z [(en 0 ve)? + 27, (en 0 Vo) (3.3)

Die Bedingung fiir das Extremum kann nun als Gradientengleichung in

der Form
0Q(ve)
8V®

=0 (3.4)



geschrieben werden. Daraus ergibt sich v, aus

Z (en (e} V@) e, = — Z 7Anen~ (35)

n

Alternativ konnen wir diese Gleichung auch
Zen X (ep X Vg) + Nvg = — Z Tn€n (3.6)
n n

schreiben. So ergibt sich die Matrixgleichung

Z eazvn Z €znCyn Z €xn€zn Voz - Z f.nezn
D ewn€yn efm > €ynean Voy = =D Tneyn .

Z €xn€zn Z €yn€zn Z ezn Voz - E Tn€zn
(3.7)

Damit ist der Geschwindigkeitsvektor der Sonne beziiglich der Gruppe
bestimmt. Dabei wird das Prinzip verfolgt, die beobachten Radialge-
schwindigkeiten durch ein Minimum an eigenen Bewegungen darzustellen.
Dabei muss die Sterngruppe nicht den ganzen Himmel gleichmé&8ig be-
decken, sondern zum Beispiel nur die Nordhalbkugel. Sind dagegen die
Sterne auf der Himmelssphére gleichméfig verteilt, so folgt fiir groflie N
({N — oo})

3
Vo =17 Z Trn€n. (3.8)

Alle diese eleganten Beziehungen konnten natiirlich von ARGELANDER
oder GAUSS nicht benutzt werden, da damals noch keine Radialgeschwin-
digkeiten bekannt waren. Das gleiche gilt natiirlich auch heute fiir den
HIPPARCOS Satelliten, der keine Radialgeschwindigkeiten messen konn-
te.

Historisch spielten die obigen Gleichungen eine wichtige Rolle bei
der Bestimmung der Sonnengeschwindigkeit beziiglich des Systems der
Kugelhaufen in unserer eigenen Galaxis. So haben Lundmark (1923) und
Stromberg (1925) aus 16 bzw. 18 Kugelhaufen und ihren spektroskopisch
gemessenen Radialgeschwindigkeiten den Wert der Sonnengeschwindigkeit



zu 266 km/s bzw. 329 km/s bestimmt'. In dieser GréBenordnung liegt
die Rotationsgeschwindigkeit der Sonne um das galaktische Zentrum. Es
kommt also bei der Apex-Bestimmung immer darauf an, auf welches
System, auf welchen Zentroid man sich beziehen will. Auf das wichtige
und faszinierende Problem der Kugelhaufen soll noch in einem eigenen
Kapitel eingegangen werden.

3.2 Die GauB-Bravais-Airy Methode

Mathematisch schwieriger ist die Apexbestimmung nur aus Eigenbe-
wegungen der Sterne. Genau dies ist aber das klassische Problem von
HERSCHEL, BESSEL, OLBERS , GAUSS, ARGELANDER und anderen. Mit
(3.1) und (2.13) koénnen wir zundchst durch skalare Multiplikation mit
e, die Radialgeschwindigkeit eliminieren und durch Einsetzen wieder die
Gleichung

v, —(epovy)e, =vg — (e, 0vg)e, +ré, (3.9)

ableiten. Multipliziert man die linke Seite der obigen Gleichung skalar
und vektoriell mit e,, so folgen unmittelbar die beiden Gleichungen

€ o (Vn - (en © Vn) en) = 0,
en X (Vp—vg) = mp(e, X&) (3.10)
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt, dass die linke Seite der Gleichung
(3.9) diejenige Geschwindigkeitskomponente des Sternes darstellt, die

senkrecht auf der Beobachtungsrichtung steht. Wir definieren nun die
Summe der Quadrate dieser Geschwindigkeiten

Qve) = Z [V — (en 0 Vy) en]2

n

= Y [vo—(enove) e +raéy)” (3.11)

n

oder entwickelt

Q(vg) = Z {vé — (enove)? + [rnén]® + 27 (&, o v@)} . (3.12)

n

I Moderner heutige Wert: 220 km/s



Aus der Extremalbedingung geméafl der Methode der kleinsten Quadra-
te (nach LEGENDRE-GAUSS) beziiglich v ergibt sich schliefllich die
Vektorgleichung

S (vo —(enove)en) == . (3.13)

n

Alternativ konnen wir diese Gleichung zur Apexbestimmung auch in der
Form
D en x(en x Vo) =Y Tnén. (3.14)
n n

schreiben. Geometrisch bedeutet sie, dass die Summe der auf dem Seh-
strahl senkrechten Geschwindigkeitskomponente der Sterne null sein muss.
Ausgeschrieben lautet diese wichtige Vektorrelation (3.14)

Z(ein + egn) - Z €xn€yn - Z €xn€zn Vox
=2 €anéyn E(ein +ein) - > €yn€an Voy
(3.15)

- Z €xnCzn - Z €yn€zn Z(ein + ezn) Voz

Z Trnézn
=—| Y rnéyn |.
Z Tn€zn

Multiplizieren wir (3.13) skalar mit vg, so gilt fiir den ,,besten® Apex-
vektor v
S [V2 = (enove)’]| = =D rulénove) (3.16)

Fiir den minimalen Wert der Quadratsumme (3.11) beim ,, giinstigsten®

Apexvektor v gilt dann?
Qmin = Y [rnénl* + > rn(én 0 vo) (3.17)

Wegen (3.11) muss diese Quadratsumme etwas mit der mittleren Ge-
schwindigkeitsdispersion der Sterne zu tun haben. Nehmen wir fir die

2Eine dhnliche Formel fiir Qnin fand man auch im Nachlass von GAuUss; allerdings
normierte GAUSS wegen fehlender Parallaxen alle Vektoren 7, &, auf Eins.



Geschwindigkeitsverteilung der Sterne die von KARL SCHWARZSCHILD

gewahlte Form
(G G ()
exp | — 5 — ) +{— ] +
2 011 022 g33
(3.18)

(271')3/2011 022 033

pdfs(v) =

an, wo v = (vg, vy, v,) den Geschwindigkeitsvektor und o1, 022 und o33
die Geschwindigkeitsdispersionen zu den drei orthogonalen Richtungen
bezeichnen, so folgt fir Q,in

N .
Qmin = i/, / (V2 — (eo v)2) pdfg[v]d®v } de, (3.19)

wo de eine Integration iiber die gleichmifig mit Sternen belegte Him-
melskugel bedeutet. Das Endergebnis lautet

2
Qmin = = N [0%, + 035 + 053] - (3.20)

3

Der Wert ist also proportional der Spur des auf Hauptachsen transfor-
mierten Geschwindigkeitsellipsoiden. Die Beziehungen (3.13) sind im
wesentlichen die Gausschen Bedingungsgleichungen aus dem Jahre 1822
zur Bestimmung des Sonnenapex aus Eigenbewegungen der Sterne. Im
Briefwechsel mit OLBERS wird aber nicht klar, wie GAUSS auf diese Glei-
chungen gekommen ist. 1843 wurden sie unabhéngig von BrRAvVAIS® und
1860 von GEORGE BIDELL AIRY* aufgestellt. Sind die Sterne gleichmiBig

3Auguste BRAVAIS (1811-1863). Auguste BRAVAIS hatte Forschungsinteressen in
Astronomie, Meteorologie, Geologie, Physik. Mit seinem Bruder Louis BRAVAIS
(1801-1843) Untersuchungen in der Botanik (Phyllotaxis: die Fibonacci-Zahlen und
die spiralférmige Blattstellung von Pflanzen). Bekannt ist Auguste BRAVAIS heute
wegen seiner Entdeckungen in der Kristallographie (Reziproke Gittervektoren; 14
Einheitszellen der Kristalle (Bravais-Gitter) im 3D-Raum; )

4George Biddell Airy (1801-1892). Zu seiner Zeit war AIRY ein bedeutender und
einflussreicher Wissenschaftler. 46 Jahre (1835-1881) lang war er der Astronomer
Royal und von 1872 bis 1873 Prasident der Royal Society. Bei der Entdeckung des
Neptuns spielte er eine etwas unrithmliche Rolle. Er schrieb 518 wissenschaftliche
Artikel und 11 Biicher iiber Themen aus Astronomie, Physik, klassischer Geschichte,
Technik und Geophysik (Gezeitentheorie)
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]9 (Deklination)

180 150 120 20 60 30 1} 330 300 270 240 210 180
7] (Rektaszension)

Fig. 3.1: Die Richtungsverteilung der Figenbewegungsvektoren & von 113710 Ster-
nen des HIPPARCOS Kataloges an der Himmelskugel. Im unteren Bild die gleiche
Verteilung in galaktischen Koordinaten. Deutlich ist eine Hdufung am Antapex-
Punkt zu sehen. Doch bei dieser Datenmenge mit farbiger Entfernungscodierung
sind auch Entfernungsabhdngige Streueffekte zu erkennen. ,,Blaue“ Datenpunkte
gehoren zu Sternen mit der grofsten Entfernung, ,rote“ zu sehr nahen Sternen.
Die Kartenprojektion ist eine flachentreue Mollweide-Babinet Projektion

iiber den Himmel verteilt, so folgt hieraus fiir grofe N ({N — oo})

3 .
Vo = —ﬁ Zrnen. (321)

Mit Hilfe der HIPPARCOS-Daten lassen sich die obigen Formeln direkt

anwenden, da es heute relativ genaue Werte fiir die Entfernung r,, gibt.

Die Entfernung in Metern folgt aus der geometrischen Parallaxe 7, zu
AE[m)]

rn[m] = wnrad]’ (3.22)

Im MKS-System hat die Winkelgeschwindigkeit é zunéchst die Einheit
[rad/s] (Bogenmaf pro Sekunde). Es gilt die Umrechnung

élrad/s] = [rad/J] (3.23)

1,
J[s]



wobei J[s] die Anzahl der Sekunden im siderischen Jahr bedeutet. Deshalb

gilt nun auch (AE = Astronomische Einheit)

AE[m] éylrad/J]
J[s]  mplrad

(rn €n) Im/s] = (3.24)

oder
AE[km] é,[rad/J]

Jls]  ,[rad] ~
Nun ist es egal, ob man Winkel in Bogenmafl oder in Millibogensekunden

misst. Fir die Apex-Geschwindigkeit der Sonne in km/s ergeben sich
dann die modifizierten Gleichungen

Z(ein + egn) - Z €axn€yn - Z €xn€zn Vox
—2_ €an€yn Z(efm +ein) - > €ynean Voy
(3.26)

(rn én) [km/s] =

(3.25)

Y €anein X eynen  .(€in + ) Vs

= —4.74 > (Eyn/mn) :
Z(ézn/ﬂ'n)

Der Umrechnungsfaktor 4.74 [km/s] — AE[km]/J[s] garantiert, dass
die Geschwindigkeit in km/s skaliert ist, wenn die Eigenbewegung in
Milli-Bogensekunden pro Jahr und die Parallaxe in Milli- Bogensekunden
gemessen wird. Die folgende Tabelle zeigt diese Geschwindigkeit so-
lar motion fiir die 518 hellsten Sterne des HIPPARCOS-Kataloges® ,
rangiert nach steigender Entfernung: Die Variationen der Apexrichtung
beschrinken sich im galaktischen Koordinatensystem (,b) nahezu auf
die galaktische Lange [, ein Faktum, dass im 19. Jahrhundert gar nicht
oder nicht geniigend beachtet wurde. Der Wert mit den Rekordzahlen
1-100 stimmt fast mit dem heute giiltigen LSR Wert der Sonne {iberein
- driickt also wirklich die Abweichung von der lokalen galaktischen Kreis-
bahngeschwindigkeit aus. Nimmt man alles in ein System, so ergibt sich
nach der GAUSS-BRAVAIS-AIRY Methode der Apex zu

a = 269.88° 0 =+423.24° ve = 22km/s (3.27)

5An dieser Stelle muss ich mich insbesondere bei Giinter Lay und Dr. Jochen Zénnchen
vom AIFA in Bonn bedanken, die mir bei Fragen der Datenverarbeitung immer
mit Rat und Tat zur Seite standen.



Nummer | vg [ km/s] | «°] | 6[°] | 1[°] | b [°]

1-100 18.6 266.9 | 28.1 | 52.06 | 25.09
101-200 21.1 271.2 | 37.7 | 63.35 | 24.59
201-300 24.2 276.3 | 22.3 | 49.64 | 15.06
301-400 20.7 269.9 | 20.0 | 44.95 | 19.62
401-518 25.8 267.0 | 14.3 | 38.23 | 19.87

Tab. 3.1: Der Sonnenapexr und die Apexgeschwindigkeit aus einem Sternkatalog
der hellsten Sterne der Sonnenumgebung mit zunehmender Entfernung.

180 150 120 20 60 30 0 330 300 270 240 210 180

b[°| (Galaktische Breite)

_léE 15‘0 12‘0 9‘0 ﬁb Sb 0 355 300 2+B 240 21‘(] .léﬂ
I[*] (Galaktische Linge)

Fig. 3.2: Die Richtungsverteilung der Eigenbewegungsvektoren & von 113710
Sternen des HIPPARCOS Kataloges an der Himmelskugel — hier in galaktischen
Koordinaten. Die Kartenprojektion ist eine flichentreue Mollweide-Babinet Pro-
jektion

Fiir das Minimum der Quadratsumme Q,,;, gilt in den gleichen Skalie-
rungen jetzt

Quin = 4742 Y " [én/mn]” +4.74 ) " (én 0 Vo) /mn (3.28)

n

Da die Entfernungen der Sterne zur Sonne im 19. Jahrhundert nur
schlecht oder zur Zeit von HERSCHEL oder (GAUSS gar nicht bekannt
waren, mussten die obigen Gleichungen weiter vereinfacht werden. AIRY
machte 1860 die “unerlaubte” Approximation, die Entfernung umgekehrt
proportional der Eigenbewegung zu setzen. GAUSS nahm 1822 fiir den



Vektor 1, €&, einen Einheitsvektor c,, an, der im Sinne der Eigenbewegung
einen 7/2 Abstand vom Sternort besitzt und auf dem Grofikreis der
Eigenbewegung liegt (Gauss-Punkt). Wir setzen nach GAUSS (mit dem
Index n)

é é é
n — .xn ; n — y”; n — .Z'fl (329)
&n] &n] &n]
und
Un = €xn; by = eyn; Cn = €sn (3.30)

Der Betrag des resultierenden Geschwindigkeitsvektors der Sonne (Apex-
vektor) hat dann natiirlich nicht mehr die Dimension einer Geschwindig-
keit, sondern er ist dann proportional dem Verhéltnis der Sonnengeschwin-
digkeit zur mittleren Geschwindigkeit der betrachteten Sterngruppe. In
dem entscheidenden Brief an OLBERS vom 29. Januar 1822 schreibt
Gauss die Formel (3.14) jetzt mit den obigen Bezeichnungen in der Form

Sn+ch) =S anby  —Y ance 3 > An
—Sanb, (a2 +cE) =X bucn n |=( XB. |.

_Zan Cn _an Cn Z(a%+bi) 4 ZC”
(3.31)

Dies sind die Gausschen Gleichungen fiir den Antapex, die sich durch ein
Minuszeichen von den Gleichungen (3.15) unterscheiden. Im Brief vom
29. Januar 1822 an OLBERS heifit es unter anderem:

Fast muss ich mich schdmen, Sie ... so oft mit meinem Ge-
plauder iber die eigne Bewegung der Fixsterne zu ermiiden;
aber noch einmal muss ich Ihre Nachsicht in Anspruch nehmen
und eine Unrichtigkeit in meinem letzten Brief verbessern®...

...Ubrigens ist die Methode meines letzten Briefes noch grofer
Vervollkommnung fihig, wodurch sie wohl am Ende die dchte
und am ungezwungesten mit der Wahrscheinlichkeitsrechnung
zu verknipfende sein wird. Zugleich empfiehlt sie sich dann
durch ihre grofe Einfachheit. Das wesentliche wdre folgendes...

Im weiteren Verlauf des Briefes werden dann die obigen Gleichungen
erldutert. Im Nachlass von GAUss fand sich auch die Funktion, die GAUSS

6gemeint ist der Brief vom 22.-23. Januar 1822



mit dieser Methode zu einem Minimum machte wollte. Die Formel fir
den minimalen Wert der quadratischen Summe lief}t sich

Qmin =N+ [An &+ Bun+Cn (] (3.32)

und ist das Analogon zu der ,physikalischen Relation® (3.17). Im Kapitel
iiber die Wahrscheinlichkeitsfunktionen der Gausschen Apexrechnungen
werden wir weiter unten eine Funktion angegeben, welche den Betrag
V€2 4+ 12 + (2 des so definierten Apexvektors in direkte Relation zum
Verhéltnis aus Sonnengeschwindigkeit zur mittleren Geschwindigkeit der
Sterngruppe setzen.

Bis jetzt wurden keine Sternmassen in der GAUSS - BRAVAIS - Airy
Methode betrachtet. BRAVAIS hatte aber 1843 seine Apexmethode expli-
zit mit Sternmassen formuliert. Die modifizierten Gleichungen mit den
Sternmassen m,, lauten einfach

> my (efm +e2) = mnemneyn = Mn €gnean Vo
( — > Mn€zneyn .My (efm + eﬁn) — > Mn eynezn ) ( Voy )
- Z Mn €xn€zn - Z Mn €yn€zn Z Mn (ein + ein) Voz
S M rréan
= — > My Tnéyn .
> Mp Tréan
(3.33)

Im Falle einer sehr groflen Sternpopulation, wo die Massenverteilung
nicht mit der Richtungsverteilung korreliert ist, gilt dann im Limes

3 ), M ey,

= 3.34
Vo 9 Zn mp, ( )

Der Apexvektor, nach dieser Methode berechnet, ist also nicht ezakt
identisch mit demjenigen Wert, wo die Massen alle identisch gesetzt
wurden.

3.3 Die GauBsche Polygon - Methode

Graphische Methoden spielten in der Vergangenheit eine grofle Rolle, den
Apex- oder Antapex-Punkt an der Himmelssphére zu bestimmen. Ein ers-
tes Verfahren stammte von HERSCHEL (siehe letztes Kapitel). Ein anderes
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besteht darin, eine Karte der Richtungen der Eigenbewegungsvektoren
€, am Himmel anzufertigen. Am Antapexpunkt sollte es dann charak-
teristische Haufungen geben. Eine eigene graphische Methode hat auch
GAuss 1822 entwickelt, nachdem sich zeigte, dass zwei seiner vermeintlich
dquivalenten Methoden unterschiedliche Apexrichtungen ergaben. GAUSS
teilt die Sterne jetzt in zwei Gruppen ein: in die ginstigen (prograden)
und die ungiinstigen (retrograden) Sterne. Es gilt

vpoé, > 0 ungiinstige Sterne

vpoeé, < 0 prograde (giinstige) Sterne (3.35)

Durch jede Sternposition e,, und die Eigenbewegung &,, wird ein Grof-

kreisbogen
e, X &,

K., (x) = e, cos(x) + sin(x) (3.36)

len X &,
definiert, der die Himmelssphére in zwei Gebiete unterteilt. Die eine
Haélfte enthélt Punkte, von der sich der Stern mit Marke n entfernt, die
andere diejenige, denen der Stern sich néhert. Zieht man diese grofiten
Kreise fir alle in Frage kommenden Sterne, so wird die ganze Kugelfliche
in eine grofle Zahl von Polygonen unterteilt. Die N(N — 1) Eckpunkte
dieser Polygone sind durch alle méglichen Zweierkombinationen von é,,
und &, geméaf

€n, X ép,

Py, = (3.37)

€0, X &n,|
gegeben. Da GAUSS von BESSEL eine Tabelle von 71 Sternen mit Eigen-
bewegungen hatte, konnte er natiirlich nicht alle 4970 Eckpunkte auf der

Sphére berechnen. Er beschréinkte sich auf diejenigen Vektoren é&,,, fir
die bei einem schon gendhert bekanntem Apexort v sehr nahe

Vo 0é, ~0 (3.38)

ist. Sodann betrachtete er auf der Oberfldche der Einheitskugel mit |x|= 1
die Dichtefunktion der Eigenbewegungsvektoren

N
Nalx] =) O[xoé, (3.39)

als Funktion der Richtung x an der Himmelssphére. In der heutigen
mathematischen Schreibweise taucht hier die Heaviside-Funktion ©|z]
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Fig. 3.4: Das lokale Verhalten der Gausschen Funktion Na(x) an der Himmelss-
phdre in der Umgebung des Apex der Sonnenbewegung bei (o = 260°, § = 30°),
berechnet aus den 100 nahesten Sternen des HIPPARCOS Kataloges (Konturplot).
Die Karte ist eine lokale tangentiale gnomonische Projektion in x - und y -
Koordinaten an der Himmelskugel (siehe Text). In dieser Projektion sind Grof3-
kreise auf der Kugel einfache gerade Linien. Deutlich ist das Minimum von 2/
Riickldufern von insgesamt 100 Sternen zu erkennen.

auf, die als Integral der Dirac’schen Deltadistribution darstellbar ist und
fiir z > 0 gleich 1, fiir z < 0 aber 0 ist. Es gilt

O] = /_ " s de. (3.40)

Anstatt der Heaviside - Funktion kann man auch einen Dirichlet - Faktor
einfiithren, z.B. definiert durch

1 1 °° si
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Fig. 3.5: Die reproduzierte Originalskizze von GAUSS, welche seine graphische
Methode zur Apexbestimmung zeigt. Auf der dufleren Himmelskugel sieht man die
Umgebung des Ant-Apex und Polygone mit den entsprechenden Zahlenwerten der

»Functio discontinua®

Dann lautet die wichtige Gauf3sche Kugelteilungsfunktion

Olx 0 é&,].

HMZ

(3.42)

GAUSS suchte nun denjenigen Punkt oder diejenige Richtung x auf,

fir welche die obige Dichtefunktion einen minimalen ganzzahligen

Wert

annimmt. In einem langen Brief vom 22. Januar 1822 erklart GAUSS sein

Vorgehen gegeniiber OLBERS mit den Worten:



...Die Summe nach ihrem wahren Sinn ist eigentlich auf
der Kugeloberfiiche eine functio discontinua und dndert
sich sprungweise von einer Figur zur anderen; indem man
sich ndmlich die ganze Kugeloberfiiche durch die 71 grifsten
Kreise, die durch die einzelnen Sterne senkrecht auf deren
beobachteter Bewegung gezogen werden, in eine ungeheuer
grofie Anzahl Dreiecke und andere Polygone zerlegt denkt. Es
wird aber nicht schwer sein, das wahre P aufzufinden, wenn
man sich die Mihe geben will, die Lage von etwa 6 oder 10
derjenigen dieser 71 grifiten Kreise zu bestimmen, die am
ndachsten bei dem oben gefundenen Punkte vorbeigehen...

Doch schon eine Woche spéter, am 29. Januar 1822, schreibt GAUSS unter
anderem:

... Die genauere Priifung des berechneten P meines letzten
Briefes hat ergeben, dass nicht 12 sondern 13 Sterne sich
von diesem Punkte entfernen, dass man aber zwei abhandeln
kann, wenn man P in das Viereck (siehe Fig. 3.5) setzt, wo
Rektaszension und Deklination der vier Ecken auf der dufleren
Himmelskugel diese sind (fir dquinoktium 1777.5)

[A] 78°40"  — 30° 40/
[B] 78°42' —30°57'
[C] 79°13 —31°09
[D] 80°04' —30°32

In dieser Richtung ist somit die ,,Anzahldichte“ der Eigenbewegungsvek-
toren minimal. Die ,,Polygonmethode* wurde somit zu einem wichtigen
Test fiir die ,wahre* Richtung des Apex. Man muss nur diejenige Polygon-
figur an der Himmelssphére aufsuchen, fiir welche die functio discontinua
N4 [x] minimale Werte annimmt.

Gnomonische Projektion: GAUSS benutzte 1822 bei der Darstellung der
Grofkreise an der Himmelskugel eine lokale it gnomonische Projektion
um den schon genahert bekannten Apexpunkt ag und dg. Die allgemeinen
Formeln fiir eine solche Projektion lauten

_ cos[do + Ad] sin[Aq]

~ sin[6o + Ad] sin[do] + cos[do + Ad] cos[do] cos[Aa]’

(3.43)



__sin[dg + Ad] cos[do] — cos[do + Ad] sin[dg] cos[Aa]
" sin[do + Ad] sin[do] + cos[do + Ad] cos[do] cos[Aa]’

(3.44)

Die gnomonischen Koordinaten X und Y sind also Funktionen der
Variablen Ao und Ad. Da der Einheitsvektor x an der Himmelskugel
jetzt die Darstellung

cos[ap + Aca] cos[dy + Ad]
x = | sin[ag + Aa]cos[dg + Ad) (3.45)
Sin[éo + A(S]

hat, lasst sich das Argument x o &, des Dirichlet — Faktors durch die
gnomonischen Koordinaten X, Y ausdriicken. Mit den orthonormierten
Basisvektoren
cos[apg] cos[dp]
x© = [ sinfao] cos[do] (3.46)
sin[dg]
und
— sin[ag]
xM = [ 4cosag] | (3.47)
0

— cos|ayp) sin[do]
x?) = | —sin[ag] sin[dg] (3.48)
cos[do]

ergibt sich einfach

(x®oé,)+xMoe,) X +(xPoe,)Y
VI+ X24Y?2 '
Fiir einen bestimmten Stern der Marke n liefert also die Gaussche Apex-

funktion N4 (x) nur dann den Wert 1, wenn man sich in der X —Y Ebene
in einem Gebiet befindet, in der die Relation

xXo0é, =

(3.49)

xPDoe,)+ xVoe,) X+ (xPoe,)Y >0 (3.50)

erfillt ist. Das Gleichheitszeichen in (3.50) definiert dann die ,,gnomoni-
schen“ Geraden (Groflkreise an der Himmelskugel), welche in den Figuren
(3.4) und (3.5) fiir einzelne Sterne zu sehen sind. Mit

Cu = /xM 0.8,)? + (x() 0,2 (3:51)



und den Abkiirzungen

con = (x1 0&,)/|Cnl, (3.52)
Cyn = (x(2) 0&,)/|Chl, (3.53)
Cp = (x(o) 0&,)/|Chl (3.54)

lautet die Hessenormalform der kritische Geradengleichung
en+con X +¢yn Y =0. (3.55)

Der Betrag von ¢, ( = |¢,|) bezeichnet jetzt den Abstand der Geraden
mit der Marke n vom Ursprung (X,Y’) = (0,0) des lokalen Koordinaten-
systems. In Vektorform gilt fiir die Geraden g

a(t) = < —Cp Can + Cyn t > (3.56)

—Cn Cyn — Cgn t

wobei t einen freien Parameter darstellt. Aus dieser Darstellung wird
ersichtlich, dass der Vektor {c;n, cyn} senkrecht auf der Geraden steht
und in die Richtung des Antapex zeigt; also in die Richtung, wo die
Halbkugel der Gausschen Funktion den Wert eins hat. Auf diese Weise
hat wohl auch GAUSS 1822 entschieden, auf welcher Seite der Geraden
die Bedingung (3.50) erfiillt ist. Die bevorzugte Methode von GAUSSs
fiir Apexbestimmung war somit wohl (3.39), denn das Resultat dieser
Betrachtung halt er fiir wiirdig, im Jahre 1828 Alexander v. Humboldt
in Berlin auf einer Versammlung der Naturforscher mitzuteilen. Auch
spéater, ndmlich 1838, ist er sehr daran interessiert, seine schon Jahre
zuriickliegenden Rechnungen nun ARGELANDER mitzuteilen ([26]). Der
Grund diirfte wohl in ihrem zahlentheoretisch - geometrischen Charakter
als auch in ihrer graphischen Anschaulichkeit liegen. GAUSS hat 1838 das
Tableau von ARGELANDER' mit immerhin jetzt 390 Sternen nach der
Methode (3.39) als auch nach (3.15) untersucht. Die eine rein rechnerische
Methode lieferte einen ersten Zahlenwert fiir die Apexrichtung, deren
Umgebung dann mit der anschaulichen Methode (3.39) genauer untersucht
wurde. Am 16. Februar 1838 schrieb GAUSS an ARGELANDER einen

7GAuUsS vergleicht es wegen seiner numerischen Fehler mit einem Augiastall; allerdings
hat GAuUsS selber bei der Auswertung Verwechselungen und kleine Rechenfehler
begannen.



y ( Deklination )

0.0
X ( Rektaszension )

Fig. 8.6: Die unterschiedlichen Geraden nach (3.55) in der gnomonischen Pro-
jektion an der Himmelssphdare in der Umgebung des Apex der Sonnenbewegung bei
(o0 =260°, § = 30°), berechnet aus den 100 nahesten Sternen des HIPPARCOS

Kataloges. Die roten Pfeile stellen die Vektoren (cne,cny) der jeweiligen Geraden
(3.55) dar. Sie zeigen ,,grob“ in die Richtung des Antapez.

sehr lobenden Brief zu seiner Arbeit iiber die Bestimmung der eigenen
Bewegung des Sonnensystems aus den Eigenbewegungen der sogenannten
,Fixsterne®:

Fir das Geschenk, welches Sie mir mit Ihrer Schrift iber die
Bewegung des Sonnensystems gemacht haben, und fiir Ihren
gttigen Brief habe ich Ihnen meinen verbindlichsten Dank
abzustatten. Jene habe ich mit groflem Vergniigen gelesen:
ich glaube nicht, dass Sie einen einzigen Leser haben, der an
dem Gegenstande ein lebhafteres Interesse nimmt, als ich. Ich
glaube Thnen mein Interesse nicht besser beweisen zu kénnen,
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als wenn ich einiges von meinen friheren Versuchen iber
dieselbe Frage beifiige.

Sie wissen, dass 1819 auf meine Veranlassung dieselbe Un-
tersuchung von der hiesigen Societdt der Wissenschaften als
Preisfrage aufgegeben war. Der Termin war Michaelis 1822.
Zum Teil in der Absicht, mich im Voraus auf diesem Gebie-
te zu orientieren, um etwa einlaufende Konkurrenzschriften
grindlich beurteilen zu konnen, zum Teil durch eine andere
auflere Veranlassung, beschdftigte ich mich im Anfang dieses
Jahres 1822 selbst mit Rechnungen dariber, nach den Da-
ten, die damals zu Gebote standen; ich kam auf eine nicht
unbetrdchtliche Anzahl verschiedener Methoden, nach de-
nen das Problem sich behandeln lief$, und habe in Beziehung
auf mehrere die Rechnung wenigsten provisorisch ausgefiihrt.
Vieles von den meinigen damaligen Untersuchungen habe ich,
gewissermajlen unmittelbar wie sie entstanden, dem Dr. Ol-
bers in Briefen mitgeteilt: allein leider sind meine meisten
Papiere dariber entweder nicht aufbewahrt, oder wenigstens
jetzt nicht aufzufinden...

In diesem Brief an ARGELANDER zu Anfang des Jahres 1838 erwéhnt
GAUSS auch eine modifizierte Abzéhlmethode, um den wahrscheinlichsten
Ort des Apex zu bestimmen. Sie ist eine Art ,, gewichtete“ Polygonme-

thode. Minimiert werden soll die Funktion F(x), definiert als

N
F(x) = Z (1-(x0e,)?) Oxoé,l.
n=1

(3.57)

GAUss berichtet ARGELANDER im obigen Brief weiter, dass er 1822 be-
gonnen hétte, diese Funktion fiir die Himmelskugel zu berechnen. Aus
Zeitmangel wurde sie dann aber abgebrochen. Geometrisch bedeutet
diese Methode, auf der Himmelskugel die Funktion > sin[d,]? iiber
die ungiinstigen Sterne zum Minimum zu machen, wo der Winkel 9,
den Abstand eines Sternes vom Apex oder Antapex bezeichnet. Der
Rechenaufwand ist hier natiirlich hoher als in der einfachen Polygonab-
zéhlmethode. Im Briefwechsel mit OLBERS ist von dieser Methode aber



nie die Rede gewesen. Vielleicht hat GAUSss 1838 diese letztendlich unné-
tige ,,gewichtete“ Methode nur erwéhnt, weil ARGELANDER selber eine
»gewichtete* Apexmethode mit den gleichen sin[i,,]? Faktoren benutzt
hat. Vom kinematisch - dynamischen Standpunkt aus sind aber diese
Gewichtsfaktoren tiberfliissig. Auf die rechnerisch schwer durchfiihrbare
Argelandersche Apex - Methode wird noch in einem separaten Kapitel
eingegangen.

Auch muss noch untersucht werden, warum die Gaussche Abzdhlmetho-
de (Polygonaufteilung) tatsichlich den ,richtigen® Apex liefert. Ist diese
Methode wirklich invariant gegeniiber anisotropen Richtungsverteilungen
und Geschwindigkeitsverteilungen der Sterne?

3.4 Die Gauss - Bessel - Kobold Methode

WILHELM HERSCHEL war einer der ersten, der aus nur wenigen bekannten
Eigenbewegungen von Sternen ein ,, Fluchtpunkt® der Sonnenbewegung an
der Himmelssphére abgeschétzt hat. Diese Methode war der Beginn einer
Reihe von Verfahren, die man die eigentlich astronomischen Verfahren
nennen kénnte. Es sind rein geometrische Verfahren, die ohne den Begriff
einer raumlichen Geschwindigkeit auskommen. Unterschiedliche Varianten
wurden von OLBERS (1758-1840), BESSEL (1784-1846), ARGELANDER
(1799-1875) und anderen angewendet. Die mathematisch anspruchsvollste
Methode wurde aber von GAUSS, BESSEL und spéter von H. KOBOLD
und P. HARZER formuliert®. Aus heutiger Sicht ist diese Methode aber
nicht in der Lage, die Apexrichtung zu bestimmen, sondern sie macht
eher eine Aussage iiber die anisotropen Geschwindigkeitsverteilungen
und Richtungsverteilungen der Sterne in der Sonnenumgebung.
Nach der Gleichung (3.10) gilt

en X (Vi —vg) =1y (€, X &) (3.58)
Multiplizieren wir nun (3.58) mit v, so folgt unmittelbar
v o(en X (Vvip —vg)) = vp o (e, X (rnéy)) (3.59)
oder, weil v senkrecht auf v x e, steht, alternativ

Ve o (e, X vp) =vg o (e, X (1,é,)). (3.60)

8 ARGELANDER formulierte 1838 die mathematisch komplizierteste Apexmethode



Fithren wir als Vereinfachung fiir ein dreifaches Vektorprodukt die Ab-
kiirzung

ao(bxc)=]a,b,c] (3.61)
ein, so lauten die obigen Beziehungen

[V®7 €n, Vn] = [V®7 €n, Tnén] (362)

Nach unserer Pramisse sollen jetzt v,, und e,, vollig unkorrelierte statische
GroéBen sein.”, soll die linke Seite der obigen Identitéit ein quadratisches
Minimum werden. Quadrieren dieser Gleichung und Summation tiber alle
Sterne fithrt dann zur quadratischen Form Q¢ (vg) als Funktion von vg

N

N
Qa(ve) = Vo, en, va]* = Z Vo, en, mén]” . (3.63)
n=1

n=1

Der letzte Term kann jetzt ganz nach GAUss im Bild der ,Sphérischen
Astronomie“ an der Himmelskugel gedeutet werden. Fithrt man den Win-
kel 6 ein, der hier den Kreisbogenabstand des konstanten Richtungsvektors
ve vom Groflkeisbogen der Eigenbewegung é eines Sterns darstellt, so
folgt

N
Qc(ve) = [vol* D> Irnénl? sin’[6,,]. (3.64)
n=1

Die linke Seite stellt die physikalische Deutung der rechten astronomisch
beobachtbaren Seite dar. GAUSS suchte nun Anfang 1822 diejenige Rich-
tung von v auf, welche die quadratische Form zu einem Minimum macht.
In dieser Richtung sollte dann der Apex liegen. Unter welcher Pramisse
diese Annahme richtig ist, kann man heute leicht zeigen. Wir nehmen
fir die v, eine isotrope Geschwindigkeitsverteilung mit der Dichte

8 4 v?
pdf,,(v) = ——= exp {— } (3.65)
w33, T V2,
an. Dabei ist v2 = v2 + v§ + v2 und v, bedeutet hier die mittlere

Geschwindigkeit der Sterngruppe. Mit dem Einheitsvektor x, definiert

durch
ve = [velx,

9die Verletzung dieser wichtigen Bedingung in der Sonnenumgebung hatte GAUSS
1822 zu einigen letztendlich unverstandenen Paradoxien gefiihrt.
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Fig. 3.8: Die Richtungsverteilung der Besselpole (en X &n) von 118710 Sternen
des HIPPARCOS Kataloges an der Himmelskugel. Deutlich ist fir Sterne kleiner
Parallazen (blaue Punkte) eine primdre Haufung dieser ,, Drehimpulsvektoren um
den galaktischen Stdpol zu erkennen. Daraus folgt sofort, dass unsere Galaxis
mit dem Uhrzeigersinn rotiert. Deutlich ist auch eine sekunddre Hdaufung von
,Besselpolen® in Form eines , Giirtelringes“ aus Sternen mittlerer Parallazen zu
erkennen. Die mittige Achse dieses Haloringes bestimmt sehr grob die Apex —
Antapexrichtung der Sonnenbewegung (Gauss — Kobold Methode), denn hier sollte
QGauss(x) minimal werden (Isotrope Geschwindigkeitsverteilung). Der gesamte
Sachverhalt und seine Komplikationen wurde tm 19. Jahrhundert noch nicht richtig
verstanden - auch nicht von H. KOBOLD 1893, der mit grofSer Sorgfalt eine erste
Karte der Besselpole angelegt hatte. H. KOBOLD hatte noch nicht geniigend Daten
von weiter entfernten Sternen zu Verfigung. (Flichentreue Mollweide — Babinet
Projektion,).

gilt fiir die normierte quadratische Form Q¢ (x)

“+o0
Qax) = - | (/ x,e,v]” pdfy (v) dv | de,  (3.60)

wobei Uber alle Geschwindigkeiten und die gleichmdf$ig mit Sternen
bedeckte Himmelskugel integriert wird. Wir orientieren das Koordinaten-
system so dass die x - Achse in die Richtung des Apexvektors v, zeigt.
Dann wird die quadratische Form Qg(x) = xT M x auf Hauptachsen
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transformiert und man erhélt fiir eine grofle Anzahl N von Sternen

ZNv2, 0 0
M = 0 N (G2 +v3) ) (2) ,
0 0 3N (Fv5, +v3)

Die entscheidende Matrix hat relle Eigenwerte mit der Reihenfolge
Ay < Azy = Ags- (3.67)

Hier sieht man, dass der kleinste Eigenwert \,, der Matrix in die Apex -
Richtung (z; - Achse) féllt. Genau dies ist aber die Aussage von GAUSS
im Briefwechsel mit OLBERS vom 15. Januar 1822. Durch den Vergleich
der Eigenwerte kann GAUSS auch eine erste Abschétzung zur Gréfle von
Ve im Vergleich zu v, der Sterne machen. So liest man am Ende des
Briefes:

Es scheint mir bemerkenswerth, dass jenes Y sin(PT)? zu-
gleich die Summe der Quadrate der kleinsten wirklichen Bewe-
gung der Sterne ist, womit man die beobachten erklaren kann,
die der ® = 1 gesetzt; es wiirde aber fiir meinen heutigen Brief
viel zu weitldufig werden, dies umstindlich zu entwickeln..

Auch eine weitere Briefstelle von GAUSS an OLBERS wird nun klar: Der
kleinste Eigenwert hat etwas mit dem mittleren Geschwindigkeitsquadrat
der Sternpopulation zu tun. Denn es gilt

[12 A,

Die entscheidende Voraussetzung fiir diese Apex - Methode ist aber
leider die perfekte Isotropie der Geschwindigkeiten v,, und auch der
Richtungen e,,. Zum Beispiel miissen die beiden anderen Eigenwerte exakt
gleich sein. Abweichungen von diesem Befund deuten zumindest auf eine
anisotrope Geschwindigkeitsverteilung der Sterne in der Sonnenumge-
bung hin. Doch es kommt noch schlimmer: E. ANDING zeigte 1896 und
1901, dass die Besselmethode, wie sie um 1900 allgemein genannt wurde,
nicht invariant gegentiiber anisotropen Richtungsverteilungen der Sterne
am Himmel ist. Eine schwere Kritik an den Arbeiten seines Zeitgenossen
und Kollegen H. KoBOLD. Dieser schrieb in seiner Autobiographie in
einer Riickschau:([18])



...Im Sommer 1887 nahm ich meine Untersuchungen tiber die
Eigenbewegungen der Fizsterne wieder auf und berechnete die
Pole der Eigenbewegungen fiir die Sternen des Auwersschen
Fundamentalkataloges. Als ich diese Pole in dazu besonders
geeignete Karten eintrug, machte ich die Entdeckung, dass die
bisher nach Argelanders Bestimmung angenommene Richtung
der Sonnenbewegung die weit iberwiegende Zahl der Bewegun-
gen durchaus nicht darstelle, wenn man diese Bewegungen
als parallaktisches Abbild der Sonnenbewegung auffassen wol-
le. Unter dieser Voraussetzung musste der Zielpunkt um 30°
verschieden werden?.

Hier stofit KoBoLD Ende des 19. Jahrhunderts auf das gleiche Problem,
welches schon 1822 OLBERS und 1838 GAUSS intensiv beschéftigte. Zu
einem endgiltigen Schluss ist aber auch GAUSS 1838 im Briefwechsel mit
ARGELANDER noch nicht durchgedrungen, obwohl seine beiden Hauptme-
thoden so unterschiedliche Richtungen ergaben. KOBOLD glaubte aller-
dings noch 1899, dass nur die ,,Bessel - Methode“ die wahre Apexrichtung
liefere, aber schon KARL SCHWARZSCHILD hatte 1907 durch Einfithrung
seiner ,Ellipsoidverteilung® das Dilemma zwischen der ,,GAUSS - Al-
RY - BRAVAIS Methode“ und der ,,GAUSS - BESSEL - Kobold Methode“
prinzipiell zu Gunsten der Ersteren gelost.

3.5 Die Olbers’sche Apexrechnung

Es ist interessant, zum Vergleich die beiden historischen Olbersschen
Rechnungen zur wahrscheinlichsten Apexrichtung zu betrachten. Der
inzwischen 63 - jahrige OLBERS hatte in einem Brief an GAUSS vom
25. November 1821, an BESSEL vom 24. Dezember 1821 und wieder an
GAUss vom 29. Dezember 1821 seine Rechenmethode dargelegt. Er leitet
zunéchst die obige Gleichung (3.58)

en X (Vi —vg) =1y (€, X &) (3.69)

10In seinem Buch Der Bau des Fixsternsystems von 1906 gilt nach Argelander fiir
den Zielpunkt o = 270°, 6 = 30°, nach Kobold aber a = 270°, § = 0°
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Fig. 3.12: Das noch in den 1890er Jahren stehende Wohnhaus von HEINRICH
WILHELM OLBERS (1758-1840) in Bremen im Domuiertel, Sandstrafie 15 (16). Zu
sehen sind zwei hervorstehende Erkerzimmer, die nach Westen und nach Stiden
gerichtet sind. Nach dem Tod seiner Tochter Henriette Marie Dorothea Focke, geb.
Olbers, (1786-1818) und seiner zweiten Ehefrau Anna Adelheid Liirssen (1765-
1820) widmete sich der Arzt Olbers nur noch der Astronomie. (Quelle: WILHELM
SCHUR: Neue Reduktion der von Wilhelm Olbers im Zeitraume von 1795 bis 1831
auf seiner Sternwarte in Bremen angestellten Beobachtungen von Kometen und
kleinen Planeten; Berlin Julius Springer, 1899.)



ab. Die Endgleichung von OLBERS ergibt sich sehr einfach, wenn man
(3.69) skalar mit dem Vektor v multipliziert. Dann gilt

[V(Da €n, Vn] =Tn [V®7 €n, én] (370)
OLBERS substituiert fiir den Apexvektor v den Ausdruck

Vo = Vze (Pa Q s 1) (371)
Die Gréflen P und @ sind dann gegeben durch

Vz@ VZ@

Damit ergibt sich bei OLBERS die Bedingungsgleichung

[(P7 Qal)venaén] = M, (373)
Vz@ Tn

die OLBERS in der Form a P + b @ + ¢ = € schreibt. Die Konstanten sind
dabei durch die Vektoridentitét (a,b,c) = (e, X &,) gegeben. Der Vektor
(a,b, ¢) bezeichnet also bei OLBERS den ,Besselpol“ eines Sternes der
Marke n. OLBERS versuchte nun zwei Methoden, um P und Q aus einem
Datensatz von etwa 70 Sternen zu berechnen. 1). Er teilt die Sterne in
zwei Gruppen ein, je eine Gruppe mit ¢ > 0 und eine mit ¢ < 0. Aus den
sich durch Summation iiber die Sterne ergebenden zwei Gleichungen mit
> €n = 0 erhélt er dann Werte fir P und Q und fir die Apexrichtung
(0 = +276°,0 = +15°). 2). OLBERS wendet alternativ die Methode der
kleinsten Quadrate an und minimiert die Funktion

N

FIP, Qlomers = Y _[(P, Q1) ,en, é,)*. (3.74)

n=1

Er erhélt nun die deutlich abweichende Richtung (v = +269°,§ = +69°).
GAUSS vermutet sofort, warum bei der zweiten Methode eine hohere
Deklination herauskommen kénnte: Durch die Division mit v, wird
eine groflere Deklination der Apexrichtung bevorzugt - die Rechnung ist
zudem nicht unabhéngig von dem gewéhlten Koordinatensystem. Die
Olberssche Apexrechnung basiert somit auf einem reduzierten GAUSS -
KoBOLD Schema mit gravierenden methodischen Nachteilen.



3.6 Die Apexmethode von Argelander

Eine eigene Rechenmethode zur Apexbestimmung hat der aus Memel
stammende ARGELANDER (1799-1875)'! entwickelt. Sie unterscheidet
sich sowohl von der GAUSS - KOBOLD Methode als auch von der GAUSS -
BRraAvaAls - Airy Methode, ist aber geradezu ,komplementéar® zur Gaus-
schen Abzéahl - Polygonmethode. Bemerkenswert ist, dass ARGELANDER
nicht auf die Diskrepanz der GAUSS - Bessel Methode st68t, nach der
die Deklination des Apex wesentlich weiter siidlich als der ,,wahre“ Wert
von etwa +30° liegt. Kannte ARGELANDER durch seinen Lehrer BESSEL
die Schwierigkeiten dieser Methode und hat somit bewusst nach einer
Alternative gesucht? Noch merkwiirdiger ist, dass GAUSS 1838 in seinem
Brief an ARGELANDER nichts {iber diese methodischen Schwierigkeiten
berichtet hat, auf die er selber ja schon 1822 gestoflen war. Im Folgenden
soll daher etwas ndher auf die Argelander’sche Methode eingegangen
werden. genauer diskutiert wurde die Methode von ARGELANDER zum
erstenmal 1851 in dem zur damaligen Zeit weit verbreiteten Lehrbuch
zur Spharischen Astronomie von F.F.W. Briinnow ([11]). In diesem Buch
wurde allerdings 1851 nur diese Methode in recht umstéandlicher Form
dargelegt ( Sphdrische Trigonometrie).

Ausgangspunkt fir unsere Diskussion ist wieder die Gleichung (3.9).
Sie lautet

v — (epovy)e, =vg — (enovg)e, + €, (3.75)

Man kann iiberlegen, welche - in heutiger mathematischer Sprache -
Eigenbewegungsvektoren é,, die Sterne hétten, wenn sich in einem ,ab-
solutem Raum® nur die Sonne, nicht aber die Sterne selber bewegen
wiirden. Setzt man also in der obigen Beziehung v,, = 0, so folgt fiir
einen vorgegebenen Apexvektor vg

Tnénlv,—0= — (vo — (en o vg) en) (3.76)
Die wirklichen Eigenbewegungsvektoren unterscheiden sich nun von den
ersteren, da die Sterne eine damals noch weitgehend unbekannte stochas-

tische Raumgeschwindigkeit haben. Da ARGELANDER die Entfernungen

HFEriedrich Wilhelm August Argelander stammte aus Memel, wurde von BESSEL
in Konigsberg zur Astronomie gezogen. 1823 an der Sternwarte Abo und 1828
Professur in Helsinki. 1836 Professur in Bonn, geférdert durch den befreundeten
Konig Friedrich Wilhelm IV. 1852-1859 fiihrte ARGELANDER die erste Bonner
Durchmusterung durch.



der Sterne noch nicht kannte, betrachtete er nicht die Quadratsumme
der Differenzen - was sofort auf die GAUSS - BRAVAIS - Airy Methode
fihren wiirde - sondern er betrachtet die Winkeldifferenz zwischen den
beiden Eigenbewegungsvektoren. Aus heutiger Sicht wiirde man einfach
das Skalarprodukt bilden und erhélt so

(rnén) o (rnéplv,—0) = —vg o (rnéy) (3.77)

Wir fithren wieder fir die unbekannte Apexrichtung einen Einheitsvektor
x an der Himmelkugel ein mit den Komponenten

x = (21, x2,T3); i+ 23+ =1 (3.78)

Die mathematisch leicht modifizierte Methode von ARGELANDER besteht
jetzt darin, die quadratische Form

QArgelander X o en (379)

uMz

in der Richtung des Apex - Antapex zum Maximum zu machen.
Man kann hier den Vektor x auch durch den Vektor x© ersetzen, fiir den
gilt

x®=x—e, (e, 0x). (3.80)

x® steht senkrecht auf der Richtung e,, zum Stern und zeigt in die Apex
- Antapex Richtung. Das Verfahren birgt insofern eine Willkiirlichkeit,
da das Quadrat der Entfernungen r2 als Gewichtsfaktor in (3.79) auch
weggelassen werden konnte. ARGELANDER selbst kannte natiirlich noch
keine Entfernungen zu den Sternen und benutzte auch eine etwas andere
recht unelegante mathematische Form fiir seine Ausgleichsrechnung, die
aber in erster Ndherung mit der obigen eleganten Form tibereinstimmt.
Es fillt sofort auf, dass die obige Methode scheinbar mit der Gauflschen
Polygonmethode und auch mit (3.12) gut harmonisiert.

ARGELANDER maximiert seine quadratische Form iterativ - er setzt
eine gendherte Richtung fiir x ein und untersucht den Gradienten der
quadratischen Form. Er teilt die 390 brauchbaren Sterne (560 standen
ihm damals eigentlich zur Verfiigung) der Grofle der Eigenbewegung
nach in drei Klassen (21/50/319) ein und bestimmt fiir jede einzelne die



Apexrichtung. Nach zwei oder drei Iterationen findet er die endgiiltigen
Losungen.

Aus heutiger Sicht miissen aber einfach - wie in der GAUSS - BESSEL -
Kobold Methode - nur die FEigenwerte und die Figenvektoren der Matrix
der quadratischen Form (3.79)

T
QArge(X) = (1,72, 23) Ma T2 (3.81)
x3

mit der Matrix

2 . . 2 2 2 . .
Ma = Z Tn €yn€zn Z Tn €yn Z Tn €yn€zn

Z T721 €:n€un Z T’?L éznéyn Z 7’721 ézn

Z T?L éin Z ’f'gl éznéyn Z Ti éznézn
(3.82)

berechnet werden.

Der Figenvektor mit dem gréfiten Figenwert zeigt dann in die Apex -
Antapexrichtung. Eine Testrechnung mit den 500 nahesten Sternen der
Sonnenumgebung liefert fir den ,,Argelander” - Apex das Ergebnis

o =27023°, §=-49.45° (3.83)

Auch hier ist die Deklination der Apexrichtung wieder etwas zu weit
,studlich® - die so definierte Argelandermethode ist somit nicht invariant
gegeniiber anisotropen Geschwindigkeitsverteilungen. Dies folgt auch sehr
einfach analytisch durch Berechnung der quadratischen Form im Limes
von unendlichen vielen Sternen. Die Argelander - Methode liefert wie die
GAuUss - BESSEL - KOBOLD Methode zu ,siidliche* Deklinationen fiir den
Sonnenapex. ARGELANDER erhélt aber 1839 mit seiner Rechenmethode
Deklinationen von etwa +30 Grad, was wohl auf seinen modifizierten
Gewichtsfaktor sin[f]? und wohl gliickliche ,Fiigung“ zuriickzufiihren ist.
Historisch wére die Frage interessant, ob ARGELANDER zunéchst ohne
den Gewichtsfaktor gerechnet hat. Zudem bleibt es ratselhaft, warum
GAUSS 1838 seine erfolgreiche alte Polygon - Abzdhlmethode von 1822
plotzlich mit dem Gewichtsfaktor sin[¢]? abéindern will.



4 Der Geschwindigkeitsellipsoid

Die Beziehung (3.68 ist ein rein theoretisches Resultat. In Wirklichkeit
haben die Sterne der Sonnenumgebung eine stark anisotrope Geschwin-
digkeitsverteilung und die Pramissen von (3.68) sind nicht erfiillt. Wir
gehen daher wie KARL SCHWARZSCHILD im Jahre 1907 von der An-
nahme aus, dass die Geschwindigkeitsverteilung der Sterne durch eine
ellipsoidische ,Maxwellverteilung“ beschreibbar ist. Wir gehen zuriick
zur Gleichung (3.60), quadrieren und summieren diese und erhalten

X en,vn

(4.1)

9=
N
Z X, €, nén + Vol
Um die rechte Seite dieser Gleichung aus Beobachtungen (HIPPARCOS
Satellit) zu berechnen, muss natiirlich jetzt der Apexvektor v bekannt
sein (z.B Gauss — Bravais — Airy Methode). Die Quadratsumme ist auch
geometrisch nicht mehr mit der Gausschen Summe Y sin?[f] identisch,
da nun die ,,Besselpole“ von der Apexbewegung der Sonne befreit sind.
Wir nehmen jetzt fir die Dichteverteilung der v,, im Geschwindigkeits-
raum eine an den Koordinatenachsen orientierte dreiachsige Geschwin-
digkeitsverteilung nach Schwarzschild!

W(vz, vy, 02)

= €exXp | — = —_ —_—
(2m)3/2011022033 2 o11 022 033

TKARL SCHWARZSCHILD, Nachr. Kgl. Ges. Wiss. zu Gétt., Math. Phys. Klasse 1907,
No. 5, 614-632. Heute weil man, dass eine Schwarzschild - Verteilung nur fir
eine bestimmte Generation von Sternen etwa gleichen Alters giiltig ist. Historisch
ist noch interessant, dal Schwarzschild 1907 eine eigene ,lokale“ Methode zur
Bestimmung des Apex und des Verter deduziert hat, aber noch keine klare
Vorstellung zu einer galaktischen Rotation hatte.

(4.2)

k]




wo 011,092 und o33 Geschwindigkeitsdispersionen zu den drei ortho-
gonalen Richtungen bezeichnen. Fiir die quadratische Form Q(x) gilt

dann
+00 +00 +o0
Qx) = % (/ / / [x,e,v]? W(vx,vy,vz)d3v> de, (4.3)

\— 00 — 00 — 00

wobei tiber den Geschwindigkeitsraum und die Himmelskugel de integriert
wird. Analog zur Kapteyn’schen Zweistromhypothese wird die Richtung
der grofiten Achse des Schwarzschildschen Ellipsoides als Vertex be-
zeichnet. Das Resultat der Integration lautet

1
SN [(03; +033) at + (033 + 051) @5 + (011 + 032) 23], (4.4)

Q) = 4

wobei N wieder die Anzahl der Sterne bezeichnet. Hier sieht man, dass
wir jetzt in der Lage sind, eine Aussage iiber den Geschwindigkeitsellip-
soiden und die Ausrichtung des Vertex dieser anisotropen Verteilung im
Ortsraum zu machen. Die quadratische Form kann alternativ auch

T
Q(x) = (21,22,23) Mq | 2 (4.5)
X3
mit der Matrix
%N (032 + 033) 0 0
Maq = 0 5N (035 + 0t1) 0 (4.6)
0 0 %N (ot +032)

geschrieben werden. Die Hauptmatrix ist also hier schon auf die Haupt-
achsen transformiert. Setzen wir nun

011 > 0922 > 033, (4.7)

ist also in der x — Richtung die grofite Geschwindigkeitsdispersion, so
entspricht diese Richtung dem Eigenvektor des kleinsten Eigen-
wertes der obigen Matrix.

Um nun vollstdndig die Ausrichtung und Dimension des Geschwindig-
keitsellipsoides zu bestimmen, muss man wie folgt vorgehen. Nachdem



der Apexvektor v mit der GAUSS — BRAVAIS — AIRY Methode bestimmt
worden ist, kann die quadratische Form

N
Q(0) =Y [xo(en x (ruén + vo))P, (4.8)

berechnet werden (spéter soll auch noch ein systematischer Effekt der
galaktischen Rotation ausgefiltert werden). Mit den Abkiirzungen fiir die
modifizierten “Bessel — Pol — Vektoren“ (,,Drehimpulse“ ohne Apexanteil)

Ln =e, X (Tnén + V@)) (49)

miissen die Figenwerte und die Figenvektoren der Matrix My,

S La? S LepLyn > LxnLzy
M = | Y Ly.Laxn S Ly2 > Ly.Lz, (4.10)
M LzpLz, > LzpLyn S L22
berechnet werden. Unter der Pramisse
011 > 022 > 033 (4.11)

entspricht dann nach der Formel (4.4) derjenige Eigenvektor, der zum
kleinsten Eigenwert gehort, der Richtung zum Vertex des triaxialen
Geschwindigkeitsellipsoiden. Die Minimum — Bedingung fiir die Apex-
richtung bei GAUSS wandelt sich hier in die Bedingung fiir die Vertex
— Richtung um. Die drei Geschwindigkeitsdispersionen 11,092 und o33
folgen mit den abgeleiteten Eigenwerten aus den Gleichungen

B \/3(—)\ml+)\x2+)\xs)
g = 2N :
B \/3(+)\m1—)\m2+)\m3)
g2 = N :
3(+hp + Ay — s
S \/(+ 1';N2 ). (4.12)

Mit Hilfe der Geschwindigkeitsdispersionen lésst sich ein wichtiger Pa-
rameter der lokalen Galaxiendynamik ableiten. Aus den ersten 50000
Sternen des Hipparcos - Kataloges, sortiert nach fallender Parallaxe,
erhélt man dann fiir die Richtung des Vertex

a=2707° §=-208° (4.13)
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oder in galaktischen Koordinaten

1=9.3° b=+0.2° (4.14)
und fiir den Ellipsoiden

o1 = 36.2km/s,

099 = 27.8 km/s7

033 — 20.1 km/s

Geméf der Epizykel - Theorie fiir schwach nicht-kreisférmige Bahnen in
einem rotationssymmetrischen Potential mit der Winkelgeschwindigkeit
Q(R) gilt fiir das Verhéltnis von tangentialer zu radialer Geschwindig-
keitsdispersion die Beziehung

2
059 10InQ
- =14+ - — 4.1

o2, T2omR (4.15)

Damit kann man eine wichtige Aussage beziiglich des lokalen Gradienten
der Winkelgeschwindigkeit Q(Rg) um das galaktische Zentrum machen.
Bei Keplerscheiben mit  oc R=3/2 ist das Verhaltnis 1/4, bei Galaxien
im AuBenbereich aber eher 1/2. Mit Hilfe der obigen Zahlen ergibt sich
zum Beispiel hier

0ln Q)
o S 082 (4.16)

Die Rotationsgeschwindigkeit nimmt also sogar nach aufen noch schwach
zu. Die obige Beziehung steht im engen Zusammenhang mit den Oortschen
Konstanten A und B, definiert durch

1 0lnQ
10InQ
B = —-Q(R) <1 + 3 6lnR) . (4.18)

Die Bestimmung des Achsenverhéltnisses des Geschwindigkeitsellipsoiden
fithrt also direkt zur Festlegung einer fundamentalen Rotationskonstanten
unserer Galaxis. Alternativ gilt also auch

0,2
A= (1 - ;) B. (4.19)
022



Gelingt es mit einer anderen Methode, die Konstante B zu bestimmen,
so folgt A aus der obigen Formel mit den bekannten Werten des Ge-
schwindigkeitsellipsoiden.

Es ist daher historisch interessant, dass GAUSS wunwissentlich mit
seiner ersten ,Apex“ - Methode, bei der eine quadratische Form auf ihre
Hauptachsen transformiert werden musste, schon sehr nahe die Richtung
zum Zentrum unserer Galaxis bestimmt hat.?. GAUSS’s Enttduschung war
natiirlich grof, als er entdeckte, daf3 sich die vermeintliche Apexrichtung,
nach dieser Methode bestimmt, deutlich (um etwa 30 Grad) von der
Richtung nach HERSCHELoder der Methode von BRrRAVAIS-Airy (3.15)
unterschied. Er hat darauf mehrere Varianten dieser Methode 1822 ange-
wendet, die sich aber nicht zwanglos aus den Grundgleichungen herleiten
lassen.

Wenden wir diese erste Gaussche Methode auf den Datensatz von 518
Sternen an, so erhalten wir fiir die Verter — Richtung den Wert

a=2688  §=-8.7° (4.20)

Berechnet man das Eigensystem fiir die Matrix von 117000 Sternen aus,
so folgt
a=2725° §=+20° (4.21)

Wir erhalten also gegeniiber den fritheren Ergebnissen die gleiche Diskre-
panz in der Deklination wie schon GAUSS 1822 oder HERMANN KOBOLD
1893%. KoBOLD, der von HARZER* 1893 darauf hingewiesen wurde, dass
sein vermeidlich neues Verfahren mathematisch dquivalent einer Haupt-
achsentransformation einer quadratischen Matrix ist, war zunéchst der

?Die reinen Zahlenrechnungen fiir die Elemente der Hauptmatrix wurden wohl auch
zum Teil von L.C.Schniirlein (1792 — 1852) durchgefiihrt, der Stipendiat bei GAUSS
war und spéter als Mathematiklehrer am Jean-Paul Gymnasium in Hof wirkte

SHERMANN KOBOLD (1858-1942). KOBOLD gehérte noch zu den letzten Astronomen
des 19. Jahrhunderts, die visuell Galaxien im Coma-Haufen entdeckt und vermessen
haben. Er erstellte eine Karte der Besselpole von etwa 3000 Sternen und war 30
Jahre lang Redakteur der Astronomischen Nachrichten in Kiel

4PauL HERMANN HARZER (1857-1932). Beherrschte mehrere Sprachen und war
ausgezeichneter Kopfrechner, Mathematiker und Orgelspieler. Lie den gréfiten
Meridiankreis Deutschlands 1901 in Kiel montieren, der aber wissenschaftlich ein
Fehlschlag war. 1938 stiirzte das Instrument bei Wartungsarbeiten zu Boden und
wurde 1950 endgiiltig verschrottet. HARZER beschéaftigte sich mehr mit Problemen
der Navigation (Marine), der Geschichte der Mathematik in Japan und der Durch-
biegung des Radkranzes von Meridiankreisen als mit der Dynamik von Sternen in
unserer Galaxis. Siehe auch FELIX LUHNING ([32])



Meinung, dass diese Methode die ,wahre Position* des Apex liefere. Schon
1901 wurde er von Kapteyn deswegen kritisiert, der wiederum mit einem
alternativen Verfahren fiir den Apex den klassischen Ort erhielt, denselben
wie zuvor schon die GAUSS-BRAVAIS-Airy Methode. Die umfangreichen
Rechnungen von GAUSS kannte KOBOLD noch nicht, erahnte aber ihren
Umfang, als 1909 ein Brief von GAUSS an ARGELANDER aus einem Nach-
lass auftauchte. Erst mit der Veréffentlichung des Bandes XI/1 1917 der
gesammelten Gauss-Werke wurden diese allgemein bekannt wurden. Auch
war KOBOLD die Arbeit von BRAVAIS vollig unbekannt, denn er nennt als
alternatives Rechenverfahren nur die Airy’sche Methode. Kapteyn dage-
gen wurde 1901 von Newcombe auf die Arbeit von BRAVAIS hingewiesen.
Als Vergleich seien hier noch die Ergebnisse von KARL SCHWARZSCHILD
beziiglich seiner ,Vertex — Richtung” aus dem Jahre 1907 angegeben. Sie
lauten

(o, 0) = (273.0°,-6.0) (1,b) = (23.4°,5.4°) (4.22)
und alternativ aus einer , graphischen“ Methode
(ar,0) = (272.0°,4+3.0°) (1,b) = (+31.0°,+11.0°). (4.23)

Diese Vertex — Richtungen stimmen ironischerweise mit der von GAUSS
1822 bestimmten ,ersten Apex“-Position gut iiberein, an dessen Realitit
GAUSS aber immer wieder mit Recht gezweifelt hatte.

Zusammenfassung Aus heutiger Sicht ist es klar, warum die ,erste“
Methode von GAUSS zur Apexbestimmung versagen musste. Denn mit
dem Geschwindigkeitsellipsoiden ergibt sich fiir die von GAUSS postulierte
quadratische Form im Falle gleichmdfliger Sternverteilung der Ausdruck

+00 +00 +00
Qc(x) = /(/ / / X, e,V — Vgl W(vz,vy,vz)d3v) de, (4.24)

\— 00 —00 — 00

wobei der Vektor v im Koordinatensystem des Geschwindigkeitsellipsoi-
den gemessen wird. Es ergibt sich

T1
QG(X) = (1‘171‘2,.133) M T2 (425)
T3



mit der Matrix M = % m, wobei m durch

UQ@?/ + U?DZ + 05 + Gg R _“2®a:“®y2 R —VQzVOz
“Yo=Y0y Yoz TP T TR ERIOHALOR (4.26)
TYorvos “voyvo= v, +vd, Fo2+ol

gegeben ist. Nur fiir den isotropen Fall 0, = 0y = 0, = o zeigt der
Eigenvektor des kleinsten Eigenwertes in die Apex - Antapex Richtung.
Im allgemeinen Fall liegt aber der zum kleinsten Eigenwert zugehdorige
Eigenvektor der Matrix M irgendwo zwischen der wahren Apexrichtung
und der Vertexrichtung.

ERNST ANDING hat 1896 bei einer kritischen Betrachtung der Ko-
boldschen Arbeit iiber die Apexrichtung bemerkt, dass die Besselsche
Methode auch von einer anisotropen Richtungsverteilung der Sterne an
der Himmelkugel abhédngig ist. Heutzutage wiirde man die Dichte der
Sterne auf der Himmelskugel in eine Reihe nach Kugelflachenfunktionen
entwickeln und so den Einfluss dieser Anisotropie quantifizieren. Einfacher
kann man den Effekt sofort an der quadratischen Form

+00 +00 +o0o

Qlxe)= [ [ [xev-ve Whav @

—00 —0O0 — 00

einsehen. Beschrankt man sich hier auf eine ,,punktférmige” Sterngruppe
in der Richtung e, so hat die dazugehorige Matrix als kleinsten Eigenwert
den Wert Null, und der Eigenvektor und damit die Apexrichtung zeigt in
die Richtung von e. Die Besselmethode oder die ,erste* GauBimethode ist
somit weder gegeniiber einer anisotropen Geschwindigkeitsverteilung noch
gegeniiber einer entsprechenden Sternverteilung an der Himmelskugel
nvariant.

EDDINGTON (1882-1944) driickt dies Resultat 1914 in seinem Buch
Stellar Movements so aus: ,,...But if the individual motions follow some
other law, the reult may be altogether incorrect. In the light of modern
knowledge..., Bessel’s method can no longer be regarded as an admissible
way of finding the solar apex; but it is interesting historically, for in Ko-
bold’s hands it first foreshadowed the existence of the peculiar distribution
of stellar motions...“

Was EDDINGTON aber 1914 hier noch nicht wusste, ist die Tatsache,
daf} zusétzlich zum ,,Giirtelring” als Haufungsregion der Besselpole es fiir
Sterne groflerer Entfernung eine Haufung der Besselpole um die beiden



galaktischen Pole geben sollte. Doch fiir eine galaktische differentielle
Rotation gab es selbst 1914 noch keine sicheren Hinweise.



5 Stochastische Funktionen

5.1 Die GauBsche Wahrscheinlichkeit

GAUsS teilte OLBERS am 29.1.1822 und ARGELANDER am 16.2.1838
eine bemerkenswerte Formel beziiglich der Haufigkeit von ,,ungiinstigen*
Sternen mit, die sich scheinbar in gleicher Richtung wie die Sonne durch
den Raum bewegen '. Mit dieser Formel gelingt es, aus dem Verhéltnis von
yunglinstigen“ Sternen zu der Gesamtzahl der Sterne eine Aussage iiber
die Sonnengeschwindigkeit v relativ zur mittleren Geschwindigkeit der
Sterngruppe zu machen, wenn eine isotrope Geschwindigkeitsverteilung
vorliegt (was in Wirklichkeit aber nicht erfiillt ist, wie man wesentlich
spater feststellte).
Ungiinstige Sterne sind nach GAUSS definiert durch die Bedingung

veoé, >0, (5.1)

das heifit ihr Vektor der Eigenbewegung bildet mit dem Apex-Vektor
einen Winkel kleiner 7/2. Nun gilt aber nach Definition

Ve o (Thén) = vg o [(Vn —ve) —en((vn —ve)o en)] . (5.2)
Damit lautet die Bedingung fiir die ,,unginstigen“ Sterne
Voo [vp —ep(vpoe,)] > vgo (Vg —en(vp oey)) (5.3)

Die linke Seite der obigen Ungleichung ist nun invariant unter der Ver-
tauschung von v, und vg. Daher gilt auch

vpolveg —eyn(vgoey)] > vgolveg —en(vpoey). (5.4)
Die rechte Seite kann weiter vereinfacht werden zu

Vi o[ve —en(vpoe,)] > vE — (e, 0vp)?. (5.5)

1Durch PLUMMER und KoBoLD wurde diese Formel erst ab 1907 der Offentlichkeit
bekannt ([37])



Diese Ungleichung léasst sich nun trigonometrisch deuten. Man erhalt
zunéchst
Uy Ve sin[O)] cos[O] > v3 sin’[f). (5.6)

Dabei bedeutet 6 den Winkelabstand des Sternes vom Apex und © den
Winkelabstand vom Ort, wohin sich der Stern bewegt, und dem Punkt,
der einen 7/2 Abstand vom Sternort iiber den Apex hat. Das Letztere
sieht man ein, wenn man die Identitat

e,o[vg —ey(vpoe,)]=0 (5.7)

betrachtet.
Haben alle Sterne gleiche Geschwindigkeit |v,|= v, so vereinfacht
sich die Ungleichung fiir die ungiinstigen Sterne zu

cos[O] > « sin[6], (5.8)
mit "
7=_2 (5.9)

Der Winkel © bezeichnet dabei einen Winkel im Geschwindigkeitsraum,

der Winkel 6 dagegen im Ortsraum. Im Geschwindigkeitsraum sind nun
alle diejenigen Sterne ungiinstig, die im Winkelbereich 0 < © < @’
liegen, wobei cos(0’) = ~ sin[f] ist. Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
ungiinstige Sterne mit festem Winkel 6 ist dann nach GAUSS identisch
dem Oberflachenverhéltnis der Kugelkalotte zur Gesamtoberfliche im
Geschwindigkeitsraum. Es gilt

L~ ysinfo)) (5.10)

pdfGl0,7] = 5 (1 — cosl®]) =

Als letztes muss nun noch iiber die ganze Himmelssphére integriert werden.
Fiir den Fall v < 1 folgt dann

1(1 — vy sin[#]) sin[0] d6
Jy sin[6] d6

pahy] = (5.11)

Im Falle v > 1 gibt es dagegen im Ortsraum einen Grenzwinkel 3, gegeben
durch

1 =~ sin[g]. (5.12)
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Fig. 5.1: Die Anzahl der ungiinstigen Sterne Nyetro, dividiert durch die Gesamtzahl
der Sterne als Funktion von v, dem Verhdltnis der Sonnengeschwindigkeit zur
mittleren Geschwindigkeit der Sterne in der Sonnenumgebung. Die blau berandete
Kurve nimmt gleiche Geschwindigkeit der Sterne an, aber unabhdngige Richtungen
(Hypothese von GAUSS), wihrend die rot berandete Kurve isotrope Mazwellsche
Geschwindigkeitsverteilung voraussetzt.

In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit fiir die ,ungiinstigen“ Félle
gegeben durch

711 — ysin[g]) sin[6] 6
pal] = 7 ) 40 (5.13)

Damit ergeben sich die endgiiltigen Resultate

(-7 1<
= ; (5.14)

)

Diese Formeln hatte GAUSS schon 1822 abgeleitet.
Eine analoge Rechnung kann man heute auch fiir eine isotrope Max-
wellsche Geschwindigkeitsverteilung durchfithren. Es gilt fiir die Dichte
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Fig. 5.2: Der Betrag \/&2 + 12 + (2 der normierten Gauss — Bravais — Airy Me-
thode als Funktion von -y, dem Verhdltnis der Sonnengeschwindigkeit zur mittleren
Geschwindigkeit der Sterne in der Sonnenumgebung. Siehe Formel (5.30).

im Geschwindigkeitsraum

8 2
pdf [v] = Y exp {—% an}
1 P
= @rpzes P -] (5.15)

wo v2 = v2 +v2 49?2 ist, v, die mittlere Geschwindigkeit der Sterngruppe
und o die Geschwindigkeitsstreuung bezeichnet. Es gilt

Um =1\ — 0O (5.16)

Als Néchstes muss die Bedingung fiir ungiinstige Sterne in kartesische Ko-
ordinaten umgerechnet werden. Legt man den Vektor der Apexbewegung
in die positive z-Richtung, so lautet die Bedingung fiir die ungiinstigen

Sterne
2
z

v (1 —€2) —vpepe, —vy e, e, > ve(l—e?) (5.17)

Der Anteil der ungiinstigen Sterne in einer bestimmten Himmelsrichtung



ist dann durch das Integral
ploose] = [ Olalv,e]pdtyv] dv (5.18)
gegeben, wo O[a[v, e]] ein geeigneter Dirichletfaktor ist, welcher fiir die

ungiinstigen Sterne 1, sonst aber null ist. Dieser lautet

1 1 s
Ol =5+ Smgj 4 g, (5.19)

mit
afv,el = v, (1 —e?) —vzep e, —v ey e, —vo(l —e2) (5.20)

Die Integration im Geschwindigkeitsraum ist nun elementar durchfiithrbar
und man erhélt nach Integration tiber die Hilfsvariable u als Zwischener-

gebnis
ply,e:] = % (1 — Erf {%’y \/@D . (5.21)

Mit dem Winkel § vom Apex ergibt sich dann der Bruchteil ungiinstiger
Sterne zu

p[y,0] = %Erfc {%7 sin[@]} , (5.22)

wobei Erfc(z) die Fehlerfunktion bzw. die komplementére Fehlerfunktion
darstellt. Diese Beziehung ist der Gausschen Beziehung fiir konstante
Geschwindigkeiten dquivalent , gilt aber nun einheitlich fir alle Werte
von .

Eine Integration iiber die gesamte Himmelssphére

s 3 Erfc {%7 sin[@]] sin[0] df

rh [T sin[0] do

(5.23)

liefert dann das Endresultat fir die Anzahl der ,ungiinstigen* Sterne bei
Annahme einer isotropen Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung

phl=3 (1-ven-27 @ 2]+ 0 [27)) G2



oder kompakter

phl = %(1—71F1b,2—77]) (5.25)

Iy[z] und I;[z] bezeichnen modifizierte Besselfunktionen. Ausfiithrlich
geschrieben gilt also (7 = vg /vm)

1
Nu= N (1=71F1 [52-297). (5.26)

Hier bezeichnet 1F1[1/2,2, z] eine spezielle konfluente hypergeometrische
Funktion.

Eine analoge Rechnung ldsst sich auch fir den Betrag des Vektors
&2 +n? + (2 in der speziellen Gauflschen Methode durchfiihren, wenn
alle Eigenbewegungsvektoren auf 1 normiert sind. Mafigebend fiir den
Betrag /&2 + 12 + (2 ist hier das Integral

+o0
— (v—vo) —e(eo(v=vo)) P
8 % (/ [(v—ve)—e(eo(v—-vp))| Wlvld'v | de.  (5.27)
Mit dem Kunstgriff der Integraldarstellung

“+oo
1 1 2
— =— T d >0 5.28
7 ﬁ/ e u a (5.28)
—00

erhélt man im Falle einer isotropen Maxwellschen Geschwindigkeitsver-
teilung das Zwischenergebnis

™

N 3/7mm1mb,ﬁgfmmﬂw.(mm

0

Daraus folgt endgiiltig

ETP T O = F 5520 (550

Fiir v — oo geht der Betrag des Vektors — unabhéngig von einer speziellen
isotropen Geschwindigkeitsverteilung — asymptotisch gegen den Wert



37 /8. Genauer gilt

37 3n2
erprc=""_"T 4 5500 (5.31)

8 6492

Siehe auch Figur (5.2). Die Formeln (5.25) und (5.29) lassen vermuten,
dass ganz allgemein bei isotropen Verteilungsfunktionen der Geschwin-
digkeiten die eine Wahrscheinlichkeit aus der anderen berechnet werden
kann. Ein Vergleich ergibt die Identitét

\@2+W+CL=;/(é—whﬂmMOSmWFM. (5.32)
0

Ist die Formel fiir die Gaufische Wahrscheinlichkeit w(7y) ,unginsti-
ge Sterne“ bekannt, so ldsst sich mit (5.32) der Erwartungswert fiir
V&2 + n? + (2 relativ leicht berechnen.

GAuss nahm 1822 fiir die Sterne identische Geschwindigkeiten, aber

zuféllige isotrope Richtungen an. In diesem Fall folgt aus dem Integral
(5.32) und (5.14)

%7; 7<1

VE+n2 42 = 3 (5.33)
s ™
§*87,y2+...; v > 1.

Beide Giiltigkeitsbereiche konnten durch eine Simulation einer kiinst-
lichen Himmelskugel mit isotroper Verteilung der Sternpositionen und
identischen, aber zufélligen Richtungen der Geschwindigkeiten bestétigt
werden. Auch eine numerische Berechnung des Integrals (5.27) mit Hilfe
einer adaptiven Monte Carlo Methode ( Wolfram Mathematica 9) be-
stitigte innerhalb der statistischen Schwankungen das obige analytische
Resultat. Diese Ergebnisse korrigieren ein Resultat von GAUSS, welches
er in einem Brief vom 22. Januar 1822 an OLBERS mitteilte. Dort schrieb
GAUss:

»-.. Der Quotient \/€2 +n? + (2/m wird dann zugleich die

mittlere Geschwindigkeit der Fixsterne mit der unserer Sonne
zu vergleichen dienen



Mit der Grofle m meint GAUSS hier wohl die Anzahl der Sterne, aus
denen er den Apex zu bestimmen sucht?. Doch dies muss falsch oder ein
Versehen von GAUSS sein, denn nach den obigen Rechnungen folgt, solange
die Geschwindigkeit der Sonne kleiner als das Mittel der sie umgebenden
Sterne ist (y < 1), dass dieser Parameter m = 7/4 und nicht m = N ist!
Haben die Sterne eine isotrope Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung,
ist dieser Faktor asymptotisch sogar 1 (siehe Gleichung (5.30))!

Auch die verallgemeinerte Gaufische Kugelteilungsfunktion N (x) fir
beliebige Richtungen x lédsst sich im Grenzfall sehr vieler Sterne und
isotroper Geschwindigkeitsverteilung relativ einfach als ein 4-fach Integral
mit einem Dirichletfaktor

+oo
Na(x) = % / O la(x, e, v — vo)] W) dv | d2e  (5.34)

schreiben. Fiir das Argument des Dirichletfaktors gilt
a(x,e,v—vg)=x0[(v—vg)—e (eo(v—-vgy))] (5.35)
Dieser Ausdruck kann alternativ auch als
a(x,e,v—vg)=(v—vg)o[x—e (eox)] (5.36)

geschrieben werden. Das Integral iiber den Geschwindigkeitsraum lautet
nun

+oo
/ 38 3~ €Xp {_% DTZ} [; + 2i sin((v = vo) ox) u} du} d*v
m g, m T U

(5.37)

Ausgerechnet liefert das fiir den Bruchteil der ungiinstigen Sterne

_ 1 2VvEoXe
mit dem Vektor x,
X, =x—e (eox), (5.39)

?Die Vermutung liegt nahe, dass vielleicht auch ein Lesefehler des Originalbriefes
vorliegen koénnte. In einer spateren Abschrift der Olber’schen Briefe 1826 hat GAUSs
aber den Buchstaben ,m“ wieder ibernommen.



der senkrecht auf der Himmelsrichtung e steht und die Richtung zum
Punkt x an der Himmelskugel anzeigt. Das Argument in der Fehler-
funktion ldsst sich zweckméBig umformen und es gilt alternativ fiir den
Bruchteil der ,ungiinstigen® Sterne bei gegebener Apexrichtung v in
der Himmelsrichtung x, wenn man sich zunéchst auf die ,,Quellregion® in
der Richtung e beschréinkt, die Formel

]' o
walx] = 3 Erfc %] . (5.40)
Diese Formel ist eine Verallgemeinerung der frither erhaltenen Beziehung
im Spezialfall x parallel zu v, wo die Funktion ihren minimalen Wert
an. Dies gilt nun fiir jede Richtung e,, an der Himmelskugel. Im Falle
einer isotropen Geschwindigkeitsverteilung gilt somit fiir die Gaussche
Funktion bei Summation tiber alle ,Sterngruppen* in den ,anisotropen
Richtungen e,

¢

1N
Nalx] = 3 Zl Erfe [%} (5.41)
Jetzt ist klar, warum die Gaussche Polygonmethode unempfindlich gegen-
iiber anisotropen Richtungsverteilungen der Sterne am Himmel ist. Die
Methode liefert also keine MssBweisung, nur weil die siidlicheren Sterne
im 19. Jahrhundert nicht beriicksichtigt werden konnten oder die Sterne
an der Himmelssphére zu irreguldren Gruppen gehauft sind.
Im Grenzfall vieler Sterne gleichméfig {iber den Himmel verteilt gilt
natiirlich das Integral

N exXv o(eXx
Nalx| = o Erfc [2\(/;1}57?';:”)} de. (5.42)

Obwohl GAUSS nie eine ,Kugelteilungsfunktion“ der Besselpole diskutiert
hat, wollen wir diese hier als Komplement zu N4(x) einfithren. Wieder
mit dem Dirichletfaktor ©(z) definieren wir jetzt

Nplx] =) O[xo (e, x &,)]. (5.43)




Aufgrund der kinematischen Beziehung (3.59) lasst sich dies auch als

N
Z —vo)o(x X e (5.44)

schreiben. Analog zur obigen Integration iiber die Geschwindigkeiten fiir
die Kugelteilungsfunktion N4 (x) gilt jetzt

1 2vpo(xxe)
Es ist aber leicht einzusehen, dass die ,,Kugelteilungsfunktion“ der Bes-
selpole an der Himmelskugel immer den Wert 1/2 hat, solange man
nicht eine galaktische Rotation mit Scherstromung in der galaktischen
Sternscheibe beriicksichtigt. Doch davon spéter.

5.2 Die Eddingtonsche Funktion

1905 machte J.C. KAPTEYN eine Entdeckung, die zuvor schon vielfach
vermutet wurde: Die Sterne der Sonnenumgebung haben keine isotrope
Geschwindigkeitsverteilung, sondern folgen eher zwei entgegengesetz-
ten ,Stromungen®. Als diagnostisches Hilfsmittel zu dieser Entdeckung
diente eine Haufigkeitsuntersuchung der Richtungen der Eigenbewegun-
gen der Sterne in einer kleinen Umgebung einer vorgegebenen Richtung
e an der Himmelskugel. Schon GAUSS hatte 1838 eine Funktion fiir diese
Richtungswahrscheinlichkeit unter der Voraussetzung gleicher Geschwin-
digkeiten und isotroper Richtungen angegeben, aber nie veroffentlicht.
1906 berechnete der britische Astrophysiker A. EDDINGTON (1882 - 1944)
diese Funktion zunéchst auf der Grundlage einer isotropen Maxwellschen
Geschwindigkeitsverteilung, spiter auch mit einer triaxialen ellipsoidi-
schen Verteilung, wie sie von K. Schwarzschild schon 1906 vorgeschlagen
wurde. A. EDDINGTON fasste 1914 die bis dahin erzielten Ergebnisse der
Beobachtungen sowie der Theorien in seinem Buch Stellar Movements
and the Structure of the Universe zusammen ([13], [14]).
Ausgangspunkt fiir eine lokale statistische Untersuchung der Eigen-
bewegung von Sternen an der Himmelskugel ist wieder die Gleichung
(2.13)
vV =vgt+re+ré. (5.46)



Ausfiihrlicher lautet diese Beziehung aber wegen (2.3)
v=ve+re +rcos[d] e +ried. (5.47)
Mit den neuen Geschwindigkeitskomponenten
wy = 7 wy =1 cos[d] &; ws =10, (5.48)
folgt unmittelbar
v=ve +w e +wye® +w;ed®. (5.49)

w1 bedeutet also jetzt die Radialgeschwindigkeit eines Sternes in der Rich-
tung eV = e, wy die Geschwindigkeitskomponente der Eigenbewegung
parallel zu den Deklinationskreisen, ws parallel zu den Rektaszensions-
kreisen. Aus der Definition folgt sofort

dv? = dw? 4 dw} + dw? (5.50)

und damit auch
dvy dvy dv, = dwy dws dws. (5.51)

Damit gilt fiir Wahrscheinlichkeit, einen Stern mit der Geschwindigkeit
v anzutreffen,

1

dP[U)l,TUQ,'lUg] = W

exp [f%} dwy dws dws,  (5.52)
wobei o die Dispersionsgeschwindigkeit der betrachteten Sterngruppe
bezeichnet. Fiir v2 gilt
v =v2 +wi 4wl +wji+2(ve oeM)w, (5.53)
+2(ve 0 e®)wy + 2(ve 0 e®) ws.
Da man die Radialgeschwindigkeit astrometrisch nicht messen kann, wird

iiber alle w; integriert und man erhélt fiir die Wahrscheinlichkeit im
Geschwindigkeitsraum (wq,ws)

1 2 _ 2
omo? P — éii"@) } % exp[

dP[wy, w3] = _%]

de dw3



mit
Qws, ws] = w3 + wj +2(ve 0 €®) wy + 2(ve 0 ) wy.
Fiihrt man jetzt Polarkoordinaten in der (ws,ws) Himmelsebene geméif
we = w cos[p], wy = w sin[y], dws dwz = w dw dp (5.54)
ein, so folgt
Qw, @] = w? + 2(ve 0 e@)w coslp] + 2(ve o e®) w sinfyp).
Mit der Hilfsvariablen
(vo 0 e®) cos] + (v 0 e!?) sin[y]

V20

gilt dann fiir die Wahrscheinlichkeit

€= (5.55)

2

2
exp [_w} X eXp [_% w dw d

202

dP[UMP] = DY)

Mit der Substitution w = o n ergibt sich nach Integration iiber n von
Null bis Unendlich

1 vé sin?[6]
dPlg] = o exp |~ Yo | x g [g] d (5.56)
mit der Eddington’schen Funktion®
2
ol = [ new[-222y20] 4y
0

1— 7 éet Erfcl¢]

N ; r([_%)?]' (5.57)

Die Vektoren vg und die Richtung e schliefen den Winkel € ein. Die
Bedeutung der Variablen ¢ wird durch eine alternative Darstellung deut-
licher. Offensichtlich ist £ invariant bei einer Vertauschung von vg mit

vE =vp —e(eovgy), (5.58)

3A. Eddington selber definierte 1914 die modifizierte Funktion f[¢] = fg[—¢]/+/7 und
berechnete eine Tabelle des Logarithmus dieser Funktion auf vier Dezimalstellen.
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Fig. 5.3: Die Graphik zeigt die Richtungscharakteristik der Eigenbewegungen
von Sternen bei Annahme einer Normalverteilung der Geschwindigkeiten in einer
lokalen Umgebung der Himmelskugel. Dargestellt ist der Radiusvektor r(a,) nach
Formel (5.66) fur die Werte a = {0,0.5,1.0,1.5} vom Ursprung (0,0). Je stirker
die Apexbewegung der Sonne, desto mehr zeigen die Eigenbewegungen zum Antapex.
Die Kurve ist rot fir Richtungen zum Apex, blau fir Richtungen zum Antapez.
Zum erstenmal hat A. Eddington diese Kurven 1906 berechnet ([15]).

einem Vektor, der senkrecht auf e steht und in die Richtung des Apex
zeigt. Damit gilt also auch
(vS 0 e®) cos[p] + (v& o e®) sin[y]

V20

Diese Gleichung kann aber sofort geometrisch interpretiert werden. Denn
es gilt wegen der Skalarprodukte

€= (5.59)

v o e® = g sinff] cos(pa),
véoel® = Ve sinld] sin(pa). 5.60
(O]

Der Winkel ¢4 zeigt zum Apex. Mit alledem lésst sich die Variable &

schreiben als )
vg sin[f] cos(1) (5.61)

£= Vio :
wobei ¢ = 4 — ¢ die Winkelabweichung zur Apexrichtung bezeichnet.
Fiir die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Richtungen gilt also

1 vg, sin®[6 v sin[f] cos
dPlY] = o— exp [—@TQ”} x £ [% dib.  (5.62)

1) = 0 bedeutet dann die Apexrichtung, ¥y = 7 die Antapexrichtung.
Fithrt man anstatt der Streuung o wieder die mittlere Geschwindigkeit



vm ( motus peculiaris) ein, so lautet die wichtige lokale Eddingtonsche
Wahrscheinlichkeits - Dichteverteilung der Eigenbewegungen an der Him-
melssphére

pAfp [y, 60,6 = 5 exp [~2 47 sin?[0] x £ [ Z ~ sinfe] cos(s)]
(5.63)

Diese Dichteverteilung beschreibt somit die Anzahl von Sternen, die
sich in einer Himmelsregion im Winkelabstand # vom Apex befinden
und sich lokal an der Himmelskugel in eine Richtung bewegen, die mit
der Apexrichtung einen Winkel zwischen 1 und ¢ + di bilden. Nach
GAuss sind nun alle Sterne mit Bewegungsrichtungen —7/2 < ¢ < +7/2
yunglinstig®, da bei ¢ = 0 die Apexrichtung liegt.

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung pdf [, 6, ] ist normiert, denn es
gilt fiir alle a > 0

27
1

7 / e frla cos[y]] dy = 1. (5.64)
0

Aufgrund der Integralrelation

+7/2
% / =" f[a cos[y]] dv) = %Erfc[a} (5.65)
—m/2

folgt aus der Eddington’schen Wahrscheinlichkeitsverteilung der Rich-
tungen natiirlich sofort die Gaufische Formel fiir die Wahrscheinlichkeit
sunglnstiger” Sterne (5.22).

Die Dichteverteilung wg beschreibt die Richtungscharakteristik der
Eigenbewegungen der Sterne an einer bestimmten Stelle an der Him-
melskugel. Mit dem Parameter a = 2+ sin[d]//7 definieren wir die
Polargleichung

r(a,v) = 2} e fp [a cos(1)] (5.66)
L (1 racostv) 4 contou) + )



Der Radiusvektor r(a, ¢) in irgendeiner Richtung ¢ ist damit proportional
der Anzahl der Sterne, die sich in diese Richtung bewegen. In der Figur
(5.3) ist diese Polarkurve fiir einige Parameter von a dargestellt. Im
Februar 1838 hat GAusS fiir den Fall von gleichen Sterngeschwindigkeiten
— aber zufilligen Richtungen — eine vereinfachte, aber analoge Formel
wie (5.66) fir die Haufigkeit der Positionswinkel der Eigenbewegungen
aufgestellt. Diese Ergebnisse wurden aber nie veroffentlicht.

5.2.1 Die Zweistromhypothese

Ab etwa 1904 erkannte insbesondere Kapteyn, dass die Geschwindigkeits-
verteilung der Sterne in der Sonnenumgebung nicht isotrop sein kann. Es
gibt im Geschwindigkeitsraum zwei bevorzugte Richtungen (Vertex I und
Vertex II), in welche die héheren Geschwindigkeiten gerichtet sind, nach-
dem man den Anteil der Sonnenbewegung abgezogen hatte. EDDINGTON
versuchte 1906, mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion (,,two star streams®,
,drift theory*)

o q1 N (v7v1)2i| q2 |:7 (vaz)2:|
pdfgp(v) = @n) 253 exp [ 507 | T (2m)3/2 o3 eXp 202
(5.67)

die Beobachtungsbefunde in Einklang zu bringen. Hier bezeichneten v,
und vg die ,Vertex“ - Richtungen der beiden ,Sternstrome“und ¢; =
N7 /(N1 + Ns) sowie go = Na/(N1 + N2). Berechnet man mit dem obigen
Ausdruck das Vektorintegral

+oo
f / [Vv—ve —e((v—vg)oe)] pdf g (v)d*vde, (5.68)

so erhalt man den Ausdruck
2
g {Nl vi+ Novy — (N1+N2) V@}. (569)

Die GAUSs - Airy - BRAVAIS Methode liefert also nur dann den ,richtigen*
Apex, wenn die Nebenbedingung

Nivi+Nove =0 (570)



Fig. 5.4: Die Graphik zeigt die Richtungscharakteristik der Eigenbewegungen von
Sternen aus dem HIPPARCHOS Katalog in der Himmelsregion mit Rektaszension
a = 0° und Deklination § = +50°. Der halbe Offnungswinkel des lokalen Sichtkegels
betragt 10°. Der rote Pfeil zeigt die Richtung zum Apex beim Winkel ¢ = 0. Eine
ahnlichkeit mit der theoretisch zu erwartenden Kurve in Figur (5.3) ist kaum zu
sehen. Daraus folgt zwingend, dass die Geschwindigkeitsverteilung stark anisotrop
setn muss. Diese Entdeckung wurde 1905 auf einer Tagung in Sidafrika von
Kapteyn bekanntgegeben.

erfiillt ist. Damit zeigt sich auch, dass die GAUSS - Airy Bravais Methode
unabhdngig von der Annahme der Isotropie der Sterngeschwindigkeiten
ist. EDDINGTON hat die 9 unabhéngigen Parameter dieser Zweistrom-
hypothese mit zwei Wahrscheinlichkeitsfunktionen der Form (5.66) den
damaligen Beobachtungen angepasst und insbesondere eine leichte Asym-
metrie (N # N2) festgestellt. Lagen die Richtungen der beiden ,Driften®
an der Himmelskugel fest, so folgte die eigentliche Apexrichtung aus der

Relation
_ Nivi+ Navy

= 5.71
Vo N1 + No (5.71)



Fig. 5.5: Die Graphik zeigt die Richtungscharakteristik der Eigenbewegungen von
Sternen aus dem HIPPARCHOS Katalog in der Himmelsregion mit Rektaszension
a = 300° und Deklination § = +17°. Der halbe Offnungswinkel des lokalen
Sichtkegels betragt wieder 10°. Der rote Pfeil zeigt die Richtung zum Apex beim
Winkel ¢ = 0. Jede Himmelsregion hat ihre ,eigene” Charakteristik und eine
Ghnlichkeit mit der isotropen Kurve in Figur (5.3) ist nicht zu sehen.

Doch mit den Jahren hat sich dann doch herausgestellt, dass die Schwarz-
schild’sche Hypothese einer ellipsoidischen Verteilung mathematisch ein-
facher ist und die Beobachtungen auch physikalisch besser beschreiben
kann. Die ,Zweistromhypothese“ hat also nur noch ,historischen Wert*,
der aber erkenntnistheoretisch nicht zu unterschétzen ist.

5.2.2 Die Ellipsoidverteilung

Ab etwa 1907 machte K. Schwarzschild (1873 - 1916) in Géttingen den
Versuch, die anisotrope Geschwindigkeitsverteilung der Sterne in un-
mittelbarer Sonnenumgebung durch eine zu drei orthogonalen Achsen
proportionale Gauflverteilung mit unterschiedlichen Streuungen zu be-



schreiben Die verallgemeinerte Form (3.18) dieser Verteilungsfunktion
lautet

pdfg(v) = ](1]?))}7; ex pl Zjl (njov) 1, (5.72)

Die Richtungsvektoren ny, ns und ng stellen ein orthonormiertes Basissys-
tem dar und zeigen in die Richtungen der groflen Achsen des Ellipsoiden
an der Himmelskugel. Die Gréfen ji, jo, j3 hingen mit den Geschwindig-
keitsstreuungen iiber die Beziehungen

. 1
Je = \/iO’k

{k=1,2,3} (5.73)

zusamimen.

Die fritheren Rechnungen fiir den isotropen Fall koénne jetzt fir den
allgemeineren Fall analog wiederholt werden. Wir beabsichtigen, diese
mehr historische Untersuchung in der Zukunft auszufithren.



6 Galaktischer Apex aus
Kugelsternhaufen

Eine vollig neue Fragestellung ergab sich zu Beginn des 20. Jahrhunderts,
als erste Radialgeschwindigkeiten von einigen Kugelsternhaufen gemessen
werden konnten. Es gelang mit Cepheiden - Verédnderlichen, sogar die
Entfernung von einigen Kugelhaufen abzuschétzen. Shapley machte so
1917 die Hypothese, den moéglichen Zentroid der betrachteten Kugel-
haufen mit dem Zentrum des Milchstraflensystems zu identifizieren und
so die Entfernung Sonne - galaktisches Zentrum zu bestimmen. Da er
aber die Eichung der Perioden - Leuchtkraftbeziehung falsch einschétzte,
waren die Entfernungen der Kugelhaufen um den Faktor 3 zu hoch. Dies
fihrte 1920 zwischen Shapley und Curtis zur ,,groflen Debatte“, ob die
Spiralnebel wirklich ,Extragalaktische Weltinseln® sind.!

Die Bestimmung des galaktischen Zentrums bei Shapley ist einfach zu
skizzieren. Ausgangspunkt ist Gleichung (2.10), die jetzt lautet

R, — —2on MnTnen (6.1)
m@ + Zn Mn

Hier bedeutet M,, die Masse des Kugelhaufens der Marke n, r,, seine Ent-
fernung und e,, seine Richtung. Unter der Annahme, dass die Massen der
Kugelhaufen ungefahr gleich sind und die Masse der Sonne vernachléssigt
werden kann, folgt sofort

1
Ro = N ; T €p. (6.2)

1Frank Shu schreibt 1982 in seinem Buch The Physical Universe: The Shapley-
Curtis debate makes interesting reading even today. It is important, not only as a
historical document, but also as a glimpse into the reasoning processes of eminent
scientists engaged in a great controversy for which the evidence on both sides is
fragmentary and partly faulty. This debate illustrates forcefully how tricky it is to
pick one’s way through the treacherous ground that characterizes research at the
frontiers of science.



Problematisch ist an dieser Abschétzung fiir das galaktische Zentrum
Zcc = —Rp natiirlich die Tatsache, dass der Datensatz vollstandig sein
muss - also ein Auswahleffekt durch Nichtsichtbarkeit von Kugelhaufen
in niedrigen galaktischen Breiten wirklich ausgeschlossen ist. Genau dies
ist aber der Fall.

duflerst interessant ist das Problem der Apexbewegung der Sonne
relativ zum System der Kugelhaufen im galaktischen Halo. Beschrankt
man sich auf Radialgeschwindigkeiten, so folgt unmittelbar fiir Ro = Vg

Z (enoVg)e Z Tn€n. (6.3)

n

Nun liegen seit Jahren auch Eigenbewegungen von einigen wenigen Ku-
gelsternhaufen vor. NUR aus Eigenbewegungen der Kugelhaufen folgt
aber der galaktische Apex zu (GAUSS - BRAVAIS - Airy)

Z(V' (en0 VY = Z Tn€n. (6.4)

n

Nun entsteht eine Frage, die bei der klassischen Apexbewegung der Sonne
beziiglich ihrer lokalen Sternumgebung nicht auftrat: Welcher physikali-
sche (dynamische oder kinematische) Unterschied besteht zwischen den
so bestimmten Geschwindigkeiten Vi und V7, 7 Kann man eine Aussage
iber die eigene ABSOLUTE Geschwindigkeit beziiglich des Zentroiden
der Kugelhaufen machen, wenn man NUR Radialgeschwindigkeiten oder
NUR Eigenbewegungen messen kann - aber iiber die Bewegungsver-
héltnisse der Kugelhaufen selbst nichts weif3 - z.B konnte das Halo der
Kugelhaufen eine Nettodrehimpuls beziiglich des gewédhlten Zentroiden
haben - dann aber wiirde man nur die Eigengeschwindigkeit V5 RE-
LATIV zu einem rotierenden System aus den Radialgeschwindigkeiten
ableiten kénnen?.

Noch komplizierter werden die Verhéaltnisse, wenn es zwei oder mehrere
Kugelhaufen - Populationen gibt - eventuell auch mit retrograder Rotation
um das galaktische Zentrum. Dann kann man nur aus den wirklichen
Raumbewegungen der Kugelhaufen den ,, galaktischen Apex*“ bestimmen.

2Das klassische Problem der Astronomie: Mit welcher Minimalhypothese konnte
Kepler die Bahnen von Mars und Erde vermessen? Die notwendige Hypothese
war: Nach einem Marsjahr stand der Mars immer wieder an der gleichen Stelle im
Raum - nach einem Erdjahr steht die Erde immer wieder am gleichen Raumpunkt



7 Die Bestimmung der
galaktischen Rotation

Nach Vorarbeiten im 19. Jahrhundert gelang es schliefllich J. Oort!
1927, mit den theoretischen Vorstellungen von LINDBLAD die differentielle
Rotation der Milchstrale aus Radialgeschwindigkeiten und den Eigenbe-
wegungen iiberzeugend abzuleiten. Damit war endgiiltig klar, dass das
Milchstraflensystem eine scheibenartig flache Struktur mit einem spezi-
ellen Rotationsgesetz darstellt. Ausgangspunkt der Oortschen Methode
ist wieder die Gleichung der von der Apexbewegung der Sonne befreiten
,Besselpole“

exv=ex(ré+vg). (7.1)

Diese Vektorgleichung wird nun im galaktischen Koordinatensystem
(Lb) in der Hillschen Approximation betrachtet. In dieser Naherung ist
das lokale Geschwindigkeitsfeld eine lineare Scherstromung der Form
(Ndherung hier: div(v) = 0)

Vg
v=|[ v,
v,
—Qy
= 1-28)0z (7.2)
0
0 —Qy
=\| —28Qx + Qx
0 0

shear rot

1Jan Hendrick Oort(1900 - 1992). Subrahmanyan Chandrasekhar bemerkte nach
seinem Tod 1992: The great oak of Astronomy has been felled, and we are lost
without its shadow



wo {2 die Winkelgeschwindigkeit der Rotation und 5 den Scherstrompa-
rameter, definiert durch

10lnQ

b= omr

(7.3)
bedeuten. In einem Keplerpotential wire § = 3/4. (sieche Appendix
A) Auch im Falle § = 0 (keine differentielle Rotation) existiert ein
Stromungsfeld (Wirbelfeld), da man ja noch die allgemeine Rotation im
Inertialsystem um das galaktische Zentrum mitmacht.

Mit dem Richtungsvektor (dem Richtungskosinus) e = (e, ey, €,) und
den Sternpositionen z = re, und y = re, ergibt sich dann fiir die z -
Komponente der Besselpole

(exv)Z:(1—2ﬂ)Qr6i+Qre§ (7.4)

Da fiir die Richtungskosinusse e, = cos(l) cos(b) und e, = sin(() cos(b)
gilt, folgt unmittelbar

(exv), =[1-p8)0Qr —BQr cos(2l)] cos(b)>. (7.5)

Das Vorzeichen von 2 kann hier positiv als auch negativ sein - je nach
Rotationssinn. Positiv ist €2, wenn der Rotationssinn gegen den Uhrzei-
gersinn erfolgt. Ort selbst definiert nun die beiden Konstanten

A=p510;  B=-(1-p5)Q (7.6)

folgt dann
(e xv), =—r [B+ A cos(2l)] cos(b)?. (7.7)

Mit dem normierten Drehimpulsvektor N = w/|w| der Galaxies, der
zum eigentlichen“ Nordpol zeigt(astronomisch aber als der ,,Stidpol®
bezeichnet wird), folgt dann sofort

No (e xv)=—r [B+ A cos(2l)] cos?(b). (7.8)

Dies wiederum kann durch die beobachtbaren Bewegungsgroflien eines
Sterns der Marke n

[N, en, &, + Ve /] = — [A cos(2l,) + B] cos?(by,) (7.9)
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Fig. 7.1: Erste Notizen von J. OORT im Jahre 1927, um aus dem systematischen
Gang der Radialgeschwindigkeiten einiger Sterne lingst der galaktischen Linge die
lokale Rotationskonstante A unserer Galaxis abzuleiten. Bemerkung oben rechts:

»Noch nicht geeignet zur Publikation®

ausgedriickt werden. Dies ist die koordinateninvariante Darstellung der
Oortschen Methode zur Bestimmung der Rotationskonstanten A und B.
Fiir jeden Stern wird die Projektion seines Drehimpulsvektors e x & auf
den auf eins normierten Richtungsvektor des Drehimpulses der Galaxis als
Funktion der galaktischen Lénge betrachtet. Dabei muss sich wegen cos(21)
eine ,,Doppelwelle“ in den so projizierten Eigenbewegungen ergeben. Da
Winkelgeschwindigkeiten wie A oder B wieder in km/s/kpc angegeben

werden, muss (7.9) noch umgeschrieben werden in die Form

4.74 [N, e,,&,] + [N,e,, ve] m, = — [A cos(2l,) 4+ B] cos?(b,,).

(

10)
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Fig. 7.2: Die Oortsche Doppelwelle der Tangentialgeschwindigkeiten von 110000
Sternen des HIPPARCOS Kataloges, berechnet aus dem vektoriellen Spatprodukt
[N,en,4.74 &, + v ™), wo N der Einheitsvektor zum galaktischen Stidpol (Rich-
tung des Drehimpulsvektors) darstellt und &y, in Millibogensekunden pro Jahr und
T tn Bogensekunden gemessen wird. Die roten Punkte bezeichnen Sterne mit
Parallazen kleiner 3 ma. Die Doppelwelle als Funktion der galaktischen Ldnge ist
mehr oder weniger gut zu erkennen.

Anhand der Abbildung (7.2) sieht man deutlich die Anisotropie der Eigen-
bewegungen langs des galaktischen dquators. Doch fiir die Bestimmung
der Rotationskonstanten ist ein solcher Plot nur bedingt geeignet. Im
néchsten Kapitel soll eine andere Methode fiir dieses Problem diskutiert
werden.

7.1 Der Helmholtzsche Satz

Helmholtz stellte in seiner berithmten Arbeit tiber die Wirbelbewegung
in der Hydrodynamik aus dem Jahre 1858 ([27]) den Satz auf, dass die
allgemeine, klein gedachte (nétigenfalls auf eine kleine Zeit At beschriank-
te) Ortsverdnderung eines deformierbaren ausgedehnten Korpers sich fiir
ein hinreichend kleines Volumen desselben darstellen ldsst als Summe
von drei Termen:



1. einer Translation
2. einer Rotation
3. einer Expansion/Kompression nach drei orthogonalen Richtungen

Das Ganze folgt aus einer Taylorentwicklung des Geschwindigkeitsfeldes
im hydrodynamischen Kontinuum. Der Translation entspricht dann die
Apexbewegung der Sonne. Der Rotation kénnte nun Teil einer lokalen
Scherstromung ( galactic shear) entsprechen, beobachtet in einem Inerti-
alsystem. Der dritte Term schlieflich entspriche einer Kompression oder
allgemeiner einer Deformation der Sterndichte in der Sonnenumgebung
(2.B. Sonne lauft in eine spiralférmige Dichtewelle).

Mathematisch gilt nun fiir die zeitliche Verdnderung eines Mediums in
erster Taylorscher Naherung

Vo + 7 (wxe,)+r,( HRey,) =ve + Tnen + Tnén (7.11)

Auf der linken Seite steht zunéchst die irreguldre Geschwindigkeit v,
des Sternes. Dann kommen zwei systematische quasi - hydrodynamische
Anteile hinzu: Ein Wirbelfeld und ein Deformationssfeld. Der axiale
Vektor w hat die drei Komponenten

Wy
w=| wy (7.12)

Wz

und stellt den hypothetischen Wirbelvektor der Scherstromung dar. H
dagegen ist ein symmetrischer Tensor ( Deformationsstensor (,, Hubble -
Tensor“)) und es gilt

how hey s
H= | hy Ny hy |, hik = hu; (7.13)
hzw hzy hzz

Die Groflen hyg, hyy, b, beschreiben die longitudinale Deformation (Deh-
nung oder Stauchung pro Zeiteinheit), die GroBen hyy, by, ha, die trans-
versale Deformation (Scherung pro Zeiteinheit) und die Summe h,, +
hyy + h.. beschreibt die relative Volumenanderung oder Dilatation pro
Zeiteinheit. Die physikalischen Dimensionen der 6 unabhéngigen Kompo-
nenten sind daher Frequenzen oder Winkelgeschwindigkeiten. Im Prinzip



ist es zunédchst egal, ob wir die kinematischen Gleichungen (7.11) auf
Sterne in der Sonnenumgebung, auf Kugelhaufen um unsere Galaxis oder
auf Galazien in einem expandierenden und rotierenden Universum
anwenden.?

Wendet man die obige Zerlegung auf die lokale galaktische Umgebung
der Sonne an, so ist der Betrag des Wirbelvektors gleich der zweiten
Oortschen Rotationskonstanten B. Es gilt also |w|= B. Unter der Vor-
aussetzung, dass das lokale galaktische Scherstromfeld ,divergenzfrei®
ist, wie es Oort 1927 angenommen hat, sind andererseits die Eigenwerte
des Deformationstensors H identisch gleich A\; = A, Ay = —A A3 =0. A
ist hier die erste Oortsche Rotationskonstante und prinzipiell bestimm-
bar. Es wird sich aber zeigen, dass A nicht willkiirfrei aus reinen
Eigenbewegungen zu bestimmen ist.

Die obige Zerlegung gilt sehr allgemein. Wenn fiir zahlreiche Feldga-
laxien oder Galaxienhaufen Radialgeschwindigkeiten und die wesentlich
unsicheren Entfernungen bekannt sind, kann der Apexvektor der Sonne
beziiglich eines globalen kosmischen Hintergrundes und der Tensor H (
“Hubble-Tensor*) aus der quadratischen Form

Qve,H) =) [vooe, — 1, (H®e,)oe, + iy’ (7.14)

n

durch Minimierung nach vg und H bestimmt werden. Die Zahl der unbe-
kannten Parameter ist hier 9. In der Praxis beschrinkt man sich wegen
der extrem unsicheren Entfernungen der Galaxien auf einen isotropen
Expansionstensor mit verschwindenden Nicht-Diagonalelementen, also
auf eine einzige Hubblekonstante.

CARL WILHELM WIRTZ (1876 - 1939) fand nach dem Ende des Ersten
Weltkrieges, nachdem er an die Kieler Sternwarte berufen worden war,
in den Jahren 1922 und 1924 zwei entscheidende , kosmologische* Bezie-
hungen, zuerst die zwischen Helligkeit und Radialgeschwindigkeit, dann
die zwischen Winkeldurchmesser und Radialgeschwindigkeit von ,Spiral -
Nebeln®. Zuvor hatte er schon den Zielpunkt (Apex) der Sonnenbewegung
beziiglich der Kugelhaufen und den ,kosmischen® Zielpunkt der Sonne
beziiglich der ,Nebel“ aus einem sparlichen Datenmaterial abgeleitet.

2Der Helmholtzsche Satz beziiglich der Zerlegung kleiner infinitesimaler Bewegun-
gen in einem hydrodynamischen Geschwindigkeitsraum wurde von dem Astro-
nomen S.V.M. Clube 1972 und 1973 bei der Diskussion des FKS3 konsequent
angewandt.[12]



Beide Zielpunkte unterschieden sich von dem ,klassischen“ Apex der
Sonnenumgebung. Schon 1922 bemerkt WIRTZ auch die Moglichkeit einer
anisotropen Expansionsbewegung der Nebel, motiviert wohl aber durch
einen Auswahleffekt beztiglich der galaktischen Ebene (Dunkelwolken).

7.2 Die erweiterte Gauss-Bravais-Airy Methode

Wir wollen nun zeigen, wie zwanglos man einen wichtigen systematischen
Effekt bei der GAUSS — BRAVAIS — Airy Methode beriicksichtigen kann.
Dieser Effekt eines lokalen Wirbelfeldes konnte erst 100 Jahre nach den
Gausschen Rechnungen von der Beobachtung und der Theorie heraus-
gefiltert werden. Um also den Einfluss eines galaktischen Wirbelfeldes
hier zu untersuchen, setzten wir fiir den Expansions - Deformationstensor
H zunéchst H = 0 und multiplizieren (7.11) skalar mit e,,, um fir die
Radialgeschwindigkeit einen Ausdruck zu bekommen, der wiederum in
die Gleichung eingesetzt wird. Nach Summation iiber alle Sterne ergibt
sich fiir den Apex gegeniiber frither die modifizierte Gleichung

> (Vo —(enove)en) == (- (w x ep)) (7.15)

n n

Wie zu erwarten, werden von der Eigenbewegung eines Sternes die syste-
matische Komponente abgezogen. Sind aber die Sterne relativ gleichméfig
iiber die Himmelskugel verteilt, diirfte der Einfluss des Wirbelfeldes in der
GAuUss-Bravais-Airy Methode auf den Apex nur gering sein. Betrachtet
man allerdings Sterne mit nur sehr geringer Eigenbewegung, so kann der
Effekt des Wirbelfeldes schon merklich werden. 1838 findet GAUSS anhand
der Argelanderschen Messungen wohl erste Hinweise darauf, dass ein
unbekannter systematischer Effekt die Bewegung der Sterne tiberlagert.
Er unterteilt die Sterne in Gruppen nach der Gréle der Eigenbewegung
(noch nicht Spektralklassen, Parallaxen oder nach den galaktischen Ko-
ordinaten) und auch in unterschiedliche Himmelszonen und findet mit
der “Bravais-Airy Methode* bei kleiner werdenden Eigenbewegungen
systematisch siidlichere Apexpositionen. GAUSS vermutet eine Ursache
in einer fehlerhaften Prézessionskonstanten. OTTO STRUVE war dann
wohl der Erste, der aus Eigenbewegungsdaten sowohl den Apex der Sonne
als auch eine Korrektur der Prézessionskonstanten bestimmte.[40]



Im Folgenden soll nun, wieder ganz im “Geiste“ von GAUSS, BRA-
VAIS oder AIRY, eine Methode entwickelt werden, um gleichzeitig die
Apexbewegung v der Sonne als auch eine eventuell vorhandene lokale
“galaktische“ Wirbelbewegung, beschrieben durch den Wirbelvektor w,
aus den Eigenbewegungen einer Sterngruppe abzuleiten. Ziel soll es sein,
die Komponenten des Vektors w zu bestimmen. Der Betrag dieses Vektors
ist mit dem Betrag der zweiten Oortschen Konstanten B identisch.

Die relevante Quadratsumme lautet mit einem Wirbelfeld w wie folgt

Z[v@ — (e, 0vp)e, + e, —rp(w x ey))? (7.16)

n

Die zu minimierende reduzierte Summe lautet jetzt

Qve,w) = Z[v?D —(enove) +2rn(é,0ve) +12 (w2 — (ep 0 w)2)

—2r,vo o (wxe,) —2r2wo (e, x &,)]
(7.17)

Fir ein Extremum muss sowohl der partielle Gradient nach vg als
auch nach w null sein. Diese Bedingungen fiithren zu zwei gekoppelten
Vektorgleichungen, einer verallgemeinerten Apexgleichung und einer
neuen Vortexgleichung ( Vortex = Wirbel). Es gilt also

VV@ Q(VGa w)
Vw Q(V(Dvw) =

Die verallgemeinerte Apexgleichung und die neue Vortexgleichung
lauten dann

(Apexgleichung);

0
0 (Vortexgleichung). (7.18)

Z [vo — (enovp)en] = Zrn én — (w X en)] (7.19)

n

> rnlw—(enow)en] =Y ralra(en x &) + (€n X V)] (7.20)

n

Diese beiden Vektorgleichungen benétigen zu ihrer Auswertung genau die
Daten, die HIPPARCOS gemessen hat: Position, Figenbewegung und



Parallaxe. Auf der linken Seite der neuen Vortexgleichung® steht physi-
kalisch der rdumliche Tragheitstensor der Sterngruppe, multipliziert
mit dem Wirbelvektor w, auf der rechten Seite der um die Apexbewe-
gung korrigierte Drehimpuls des Systems, wobei hier die “Besselpole*
die wichtige Rolle spielen. Die Vortexgleichung ist eine “Drehimpulsglei-
chung®, in der notwendig die Entfernungen der Sterne eingehen miissen.
Denn sie folgt auch direkt aus (7.11) durch vektorielle Multiplikation mit
rpe, bei Streichung des Dehnungstensors zu

Tn (€0 X Vi) 472 [€n X (WX €,)] =70 (en X Vo) + 71 (€0 X &,)  (7.21)

Der erste Term stellt aber nach Summation tiber alle Sterne den Drehim-
puls der irreguldren Geschwindigkeitskomponente der Sterne im Bezug
auf den Zentroid der Sterngruppe dar. Da diese Komponente null sein
soll, folgt sofort die Vortexgleichung. Die Apexgleichung folgt also aus
einer Impulsbilanz, die Vortexgleichung aus einer Drehimpulsbilanz be-
ziiglich der irreguldren Komponenten der Sternbewegungen. Neben der
Richtung des Apex kann nun auch der Wirbelvektor w, welcher die lokale
galaktische Scherstromung beziiglich des lokalen kosmischen “Inertial-
systems® beschreibt, bestimmt werden. Als Erweiterung der Gausschen
Formel fiir den Minimalwert der Quadratsumme gilt jetzt

Qmin = Y _[[rn €] +7n(én 0 ve) = rnwo (en X Vo) =77 (wo (€n X &n))]

(7.22)

Die erweiterte APEX-Gleichung lautet nun in den iiblichen Skalierungen

D o —(enove)en = —4.T4 > [&, — (w x e,)]/m, (7.23)

n

Die physikalische Dimension des Wirbelvektors w ist hier wie fiir die
Eigenbewegungen Millibogensekunden pro Jahr. In der Literatur werden
aber wegen groflerer Anschaulichkeit Winkelgeschwindigkeiten oder Fre-
quenzen in km/(s kpc), also in Kilometern pro Sekunde pro Kiloparsec
angegeben. es gilt dann

AE[km)

#wmas = wimas
77 [mas/J] = 4.74 wimas/.J]. (7.24)

3Momentan ist unklar, ob diese Gleichung je in der Literatur diskutiert wurde. In
dem Buch von Smart (1938) taucht sie nicht auf. Bis jetzt ist auch unklar, ob diese
Vortexgleichung bei BRAVAIS oder bei Airy zu finden ist.

wlkm/(skpc)] =




Alternativ gilt also in dieser modifizierten Skalierung

Z [vo — (ep 0o vp)e,] = —4.74 Z (én/mn) + (w X Z (en/ﬂ'n)>

n

(7.25)

Hier gilt dann fiir die Skalierung der “galaktischen Rotation® w —
wlkm/(s kpc)], wenn die Sonnengeschwindigkeit in Kilometern pro Sekun-
de [km/s], die Eigenbewegungen in Millibogensekunden pro Jahr [ma/J]
und die Parallaxen in Millibogensekunden [mas] gemessen werden. Da
die Entfernungen r,, durch r,, = 1[kpc]/m,[ma] gegeben sind, fiir die Tan-
gentialgeschwindigkeit in km/s vp, = r, &, = 4.74 &,[mas/J]/m,[mas]
gilt, folgt analog fiir die Vortexgleichung in derselben Skalierung

Z [w— (en ow)ey]/me = 4.74 Z en X &,)/m2 + <Z (en/mn) X v@) .

n

(7.26)

Die Vortexgleichung lésst sich “physikalisch® als
L=0Ow (7.27)

schreiben, wobei der Trigheitstensor ® der Sterngruppe durch

S(egn+€2n)/mn = (eaneyn)/mn = (€anezn)/mh
O = | —Y(ewneyn)/m S(ein+el)/mn = (eynezn)/mn (7.28)
— Y (eanezn)/mn =D (eynean)/mn  Do(€in + €hn)/mn

gegeben ist. Die Vortexgleichung unterscheidet sich also von der Gaus-
schen Apexgleichung, weil in den obigen “Tragheitstensor” die wirklichen
Koordinaten der Sterne (Massen normiert auf 1) eingehen. Die gekop-
pelten Vektorgleichungen (7.25) und (7.26) sind die Schliisselgleichungen,
um sowohl den Apexvektor der Sonne als auch den Wirbelvektor der
scheinbaren lokalen galaktischen Rotation zu bestimmen. Wir wenden
sie nun auf unseren mit ARGELANDER vergleichbaren Sternkatalog von
518 Sternen heller als 4mag an — ohne Riicksicht auf Spektraltyp, OB-
Assoziationen oder anderer Gruppenzugehorigkeit. Mit der Hypothese
w = 0 ergibt zunichst die Apexgleichung

a = 269.88°, § = +23.24°, ve = 21.95km s ? (7.29)
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Das gekoppelte System liefert dagegen zunéchst fiir den Apex
a=270.77°, § = +23.38°, ve = 21.62km s ? (7.30)

also fast mit der Hypothese w = 0 identisch. Fiir den Betrag des Wirbel-
vektors ergibt sich nun

Vw2 w24+ w? =12.11 kms~ ' kpe'. (7.31)

Dieser Wert, aus nur 518 Sterne der ndheren Sonnenumgebung abgeleitet,
stimmt gendhert mit dem negativen Wert der zweiten Oortschen Kon-
stanten ([15]) : B = (—12.37 £ 0.64) km s~ ! kpc™!, abgeleitet mit der
klassischen Oortschen ,Fit-Methode“ ( Doppelwelle der Eigenbewe-
gungen lings des galaktischen dquators, siche Abb. 7.1), iiberein.
Es gilt also

Bl=Vwow = /w2 + w2 4+ w? 7.32
T y z

Allerdings steht dieser lokale Wirbelvektor nicht genau senkrecht auf
der galaktischen Ebene, wie man vielleicht erwartet hétte, sondern zeigt
mehr in Richtung des galaktischen Stidpols Die Koordinaten des Pols des
lokalen Wirbelvektors aus dem speziellen Datensatz von 518 Sternen sind

wo = 313.16°,  ws; = +8.59°. (7.33)

Der galaktische Stidpol ist dagegen durch oy = 12.25°, §, = —27.4°
gegeben. Damit ist es gelungen, nicht nur den Betrag, sondern auch die
Richtung des Wirbelvektors aus nur wenigen (518) Eigenbewegungen
testweise zu bestimmen. Im Kapitel tiber die Gauss - Bessel - Kobold Me-
thode wurde schon ein Zusammenhang der ,,Oortschen Konstanten“ mit
den Dispersionen des Geschwindigkeitsellipsoiden erwédhnt. Fiir die lokale
Winkelgeschwindigkeit Q(Rs) der Sonne um das galaktische Zentrum

gilt ndmlich jetzt
2

Q(Ry) = f% B (7.34)
22
oder
2
QRo) = T w2 +w? + w2, (7.35)
032

Daraus folgt, dass die Winkelgeschwindigkeit Q(Rg) der Sonne um das
galaktische Zentrum grofler als der Betrag des lokalen ,Wirbelvektors*
ist.



Man kann die Geschwindigkeitskomponenten der Sonne in das ga-
laktische Koordinatensystem umrechnen, um die Richtung beziiglich
des galaktischen Zentrums richtig einzuordnen. Die Eulersche Drehma-
trix ist FulerM[282.25°,62.6°, —33.0°]. Dann gelten fiir die galaktischen
Geschwindigkeits-Komponenten der Apexbewegung die Werte

{u,v,w} =~ {13,15,7} km/s (7.36)

Das Sonnensystem bewegt sich also in Richtung des galaktischen Zentrums
(positive u - Komponente), es bewegt sich etwas schneller als der lokale
Zentroid um die Galaxis (positive v - Komponente) und es bewegt sich
durch die galaktische Ebene zum galaktischen Nordpol (positive w -
Komponente).

Man kann in der Vortexgleichung auch den Grenziibergang N — oo
durchfithren, bei dem sehr viele Sterne gleichméfig {iber die Himmelskugel
verteilt sind. Beschrinkt man sich auf eine Kugelschale mit eng begrenzten
Entfernungen der Sterngruppe, so folgt — ganz analog zur Apexgleichung
— fiir den Wirbelvektor w die Abschitzung ({r, ~ konstant, N — co})

w A % D (en x &) (7.37)

n

Mit dieser Formel hatte man schon gegen Ende des 19. Jahrhunderts
die GroBlenordnung und Richtung eines eventuell vorhandenen galakti-
schen Wirbelfeldes abschitzen konnen, wenn geniigend Daten von weiter
entfernten Sternen vorgelagen hétten. Man sieht nun auch im Rahmen
der erweiterten Gauss-Bravais-Airy Methode, dass die Besselpole, also
die Vektorprodukte e,, x &,, physikalisch nichts mit dem Apex zu tun
haben, sondern mit der galaktischen Rotation korreliert sind. Diese Tat-
sache ist eine methodische Schwierigkeit der Gauss - Bessel - Kobold
Apexmethode. *

4Tatséchlich erwiahnt Hermann Kobold am Ende seiner Arbeit von 1893 die Méglich-
keit, dass eine Haufung der ,,Besselpole® vielleicht eher etwas mit einer galaktischen
Rotation zu tun haben kénnte. Hermann Kobold schreibt in seinen Lebenserin-
nerungen: ,Wenn er (Klinkerfues) spit am Abend nach Hause kam und sah,
daf$ ich beobachtete, kam er zuweilen in die Sternwarte, um sich mit mir tiber
ein Thema zu unterhalten. Der breite Pfeiler des Mauerquadranten diente dabei
als Schreibtafel; ein Stickchen Kreide lag immer bereit. Im Bibliotheksaal stand
ein Zeichnerglobus, auf dem einige Punkte bezeichnet waren. Auf meine Frage,



Harte der Pole der Eigenbewequng fiir 307 stark bewegte Sterne.1
i

2 8 150
T T

Fig. 7.5: dhnlich wie Gauss hat auch Kobold die Besselpole durch eine gnomonische
Tangential-Projektion der Kugel auf die sechs Fldachen des sie umgebenden Wiirfels
betrachtet. Grofikreise sind hier Geraden, die beim Ubergang auf eine andere
Wiirfelfliche einen Knick erleiden. Aus dem Buch ([25]).

Ganz in Analogie zur Gausschen Abzidhlmethode bei der Apexbestim-
mung kann man jetzt eine Funktion Ng(x) auf der Himmelskugel definie-
ren, welche als eine Dichte-Verteilungsfunktion der Besselpole aufgefasst
werden kann. Jeder Stern zerteilt demnach wieder die Himmelskugel
durch seinen ,,Drehimpulsvektor* in zwei Teile: Einen galaktischen ,,Nord-
pol¥, auf dessen Kugelhélfte die Funktion den Wert 1 annimmt, und
einen galaktischen ,Stidpol®“ mit dem Wert 0. In Analogie zur Gausschen

was diese Punkte bezeichneten, sagte mir Prof. Klinkerfues, daf$ es die Pole der
Eigenbewegung einiger Hauptsterne seien. Dadurch wurde ich angeregt zur Be-
rechnung der Pole der Eigenbewegung des Mddler-Katalogs der Bradley-Sterne.
Den Katalog dieser Pole habe ich nach Vollendung Prof. Klinkerfues tibergeben
Kobold bemerkt weiterhin, dass auch Eduard Schoénfeld, Nachfolger von Arge-
lander an der Sternwarte Bonn, versucht hat, eine galaktische Rotation aus den
Eigenbewegungen der Sterne abzuleiten. Uber seine Methode lief3 sich aber nichts
finden. Allerdings hat 1890 Oscar Stumpe (1862-1897) eine Dissertation zu diesem
Problem in Bonn angefertigt.
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Fig. 7.6: In seinen Lebenserinnerungen schreibt H. Kobold: ,, Das Problem der
Eigenbewegungen stand auch in der spateren Zeit im Vordergrund meines wissen-
schaftlichen Interesses. Es beschiftigte mich noch in mehreren Beitragen zu den
Astronomischen Nachrichten. Zur Beantwortung einer fir die Brisseler Weltaus-
stellung (Ezposition Internationale de Bruzelles 1897) gestellten Preisaufgabe
sandte ich meine Arbeiten ein und erhielt einen Preis von 1000 Mark und die
bronzene Medaille“ ([/8], Seite 40).



Apexmethode mit den abzéhlbaren Polygonen kénnen wir nun fiir die
Besselpole die schon frither definierte Dichtefunktion

N
Np(x) =Y _ O[xo (e, x &,)] (7.38)

einfithren. Die Funktion ®[z] bezeichnet wieder den Dirichletfaktor und
x einen Richtungsvektor zur Himmelskugel (Einheitskugel). Das Drei-
erprodukt [x e, &,] ist wieder das “Spatprodukt® der drei betreffenden
Vektoren.

In den Abbildungen (7.3) und (7.4) ist die Dichteverteilung der Bessel-
pole einmal ohne und einmal mit Apexkorrektur dargestellt. Durch seine
Berechnung der Dichte der Besselpole konnte Hermann Kobold um 1893
noch nicht die galaktische Rotation erkennen. Leider versuchte er noch
gegen Ende des 19. Jahrhunderts vergeblich, mit Hilfe der Besselpole den
ywahren“ Apex der Sonnenbewegung zu bestimmen.

7.3 Die galaktische Beschleunigung des
Sonnensystems

Seit 2020 ist es mit den Daten des astrometrischen GAIA- Satelliten mog-
lich, aus der sakularen Aberration der Positionsdaten von fernen Quasaren
den Beschleunigungsvektor a des Baryzentrums unseres Sonnensystems
beziiglich dieses Inertialsystems zu bestimmen. Es ist damit moglich, den
lokalen Beschleunigungsvektor festzulegen, der mehr oder weniger auf
das galaktische Zentrum zeigen sollte. Denn differenzieren wir (2.8) nach
der Zeit, dann erhalten wegen € = 0 das Resultat

céps=a—(eca)e=ex (axe). (7.39)

Voraussetzung fir die Anwendung dieser Gleichung ist, dass man alle
kurzperiodischen Verschiebungen aus den Daten schon ausgefiltert hat.
Erste Ideen zu diesem Konzept scheint der englische Astronom JOHN
PoND gehabt zu haben. In dem 1833 herausgekommenen Sternkatalog
Catalogue of 1112 stars, reduced from observations made at the Royal
Observatory at Greenwich, bemerkt er zu dem Problem ([38]):



...50 long as the motion of the Sun continues uniform and
rectilinear, this aberration or distortion from their true pla-
ces will be constant: it will not affect our observations; nor
am [ aware that we possess any means of determining whe-
ther it exist or not. If the motion of the Sun be uniformly
accelerated, or uniformly retarded,...the effects of either of
these suppositions would be to produce uniform motion in
every star according to its position, and might in time be
discoverable by our observations, if the stars had no proper
motions of their own...But it is needless to enter into further
speculation on questions that appear at present not likely to
lead to the least practical utility, though it may become a
subject of interest to future ages...

Doch erst mit dem Daten des Satelliten GAIA ist es nach fast 200 Jahren
moglich, einen Effekt der sakularen Aberration bei den é der als sehr weit
entfernt angenommen Quasaren zu messen. In Analogie zu der Gleichung
(3.13) ergeben sich mit (7.39) die Normalgleichungen

Z(a —(epoa)e,) =c Zén, (7.40)

wobei hier iiber alle momentanen Quasarpositionen e, summiert werden
muss. Sind die NV Standardquellen gleichméfig iiber das Himmelsgewolbe
verteilt, so gilt die asymptotische Formel

dc )
Wir wollen hier kurz die Ergebnisse diskutieren. Fiir die Beschleunigung
des Baryzentrums des Sonnensystems erhilt man®
la|]=(2.32+0.16) x 107° m s> (7.42)
Die maximale scheinbare sikulare Eigenbewegung der Quasare betragt
dabei .
|é|=5.05 +0.35 uas/J, (7.43)

wobei pas/J Mikrobogensekunden pro Jahr bedeutet. Solche extrem
kleinen Winkeldnderungen kénnen seit 2020 aus den Daten des Satelliten

5Gaia EDR3 Kollaboration 2020



GAITA abgeleitet werden. Der Beschleunigungsvektor zeigt nicht genau in
das vermeintliche Zentrum unserer Galaxie, weil aufgrund ihrer Balken-
struktur und der Spiralarme Abweichungen zu erwarten sind. Sein Wert
liegt im Bereich dessen, was man im Aufienbereich unserer Milchstrafe
erwartet.



8 Bestimmung des H - Tensors

Da HIPPARCOS keine Radialgeschwindigkeiten messen konnte, miissen
wir nun untersuchen, ob eine erweiterte Gauss-Bravais-Airy Metho-
de auch in der Lage ist, die Richtung zum galaktischen Zentrum und
den Oort’schen Parameter A zu bestimmen. Dieses Problem scheint
schwieriger als ,nur“ die Bestimmung des galaktischen Pols und den
dazugehorigen Oort’schen Parameter B zu sein.

Befindet sich die Sonne in einem lokalen Geschwindigkeitsfeld mit
konstanter Scherstromung ohne Kompression oder Expansion, so kann
man zeigen, dal das Geschwindigkeitsfeld durch den Ausdruck (siehe
Anhang C)

Vo + 270 (g0 (R X ey)]g+ (11— 2|g‘2) T (R X e,) = (8.1)
Vo + Then +1mrép,

gegeben ist. Auf der linken Seite steht zunéchst wieder die irreguldre
Geschwindigkeit v,, des Sternes. Dann kommen zwei systematische quasi
- hydrodynamische Anteile hinzu, die durch den Vektor g und den Rotati-
onsvektor €2 dargestellt werden. Die anderen Gréflen haben ihre iibliche
Bezeichnung. Mit dem allgemeineren Helmholtz’schen Satz hingt diese
spezialisierte Darstellung iiber die beiden Formeln

Hor=2[go(Qo xr)g— g (2 x1) (8:2)

und
wxr=(1-g* Qe xr) (8.3)
zusammen. Die erste dquivalenz stellt dann wegen g o Q5 = 0 den

wirbelfreien, die zweite dquivalenz dagegen den wirklichen Wirbelfeld —
Anteil dar. Fiir den Betrag des Vektors g gilt

‘ |2_ _1 8IHQ®

~ 20InRy (84



Die zweite Oort’sche Rotationskonstante B ist dann definiert durch
B=—(1-1g]) /= —-(1-8) 2= —|w|. (8.5)

Sie muss aus Eigenbewegungen der Sterne bestimmt werden. Da die
Darstellung des Geschwindigkeitsfeldes invariant gegeniiber der Transfor-
mation g — —g ist, kann man bei einer moglichen Bestimmung von g
nicht unterscheiden, ob die Richtung zum galaktischen Zentrum bei +g
oder bei —g liegt. Hierzu sind also zusétzliche Informationen nétig.
Skalare Multiplikation von (8.1) mit e,, fithrt auf die wichtige Gleichung

vpoe,+2r,[g0o(Qg xe,)](goe,) =vgoe, + 7y. (8.6)

Die obige Beziehung ist die Basis, nur aus Radialgeschwindigkeiten den
Apex der Sonne, die lokale Rotation und die Scherung zu bestimmen.

Die zu minimierende algebraische Form im Falle von nur Radialge-
schwindigkeiten lautet jetzt

Q[V®7Q®7g7)‘] = Z[VQ oe, + 'rn -
=21, [go (e x e,)](go en)]2 -
A (go Q). (8.7)

A stellt hier einen Lagrange’schen Multiplikator dar, denn die Algebrai-
sche Form muss unter der Randbedingung g o Q¢ = 0 minimiert werden.
Die Normalgleichungen sind aber komplizierte algebraische Gleichun-
gen, deren Losungsaufwand in keinem Verhéltnis zu dem zu erwarteten
Ergebnis mit seinen Pramissen steht.

In dhnlicher Weise verhélt es sich mit der Bestimmung von g nur aus
FEigenbewegungen. Die zu minimierende algebraische Form lautet jetzt

Q[V®7Q®7gv)\] = Z[VQ - (en OV@)en + Tnén +

+27n[go (R x e,)] (goe,)e, —
=27, [go (e x ey)|g—
—(1=2[g]*) rn (o x )] = A (g0 Qo). (8.8)

Die Schwierigkeit sind hier noch héher als im Falle von reinen Radialge-
schwindigkeiten. Es erscheint daher wenig sinnvoll, die Richtung und den



Betrag der lokalen galaktischen Parameter aus den obigen algebraischen
Funktionen durch Minimierung zu gewinnen. Wesentlich natiirlicher ist es,
zunéchst ganz allgemein den Tensor H einzufithren, seine Komponenten
zu bestimmen, dann seine Eigenwerte und Eigenvektoren und letztendlich
so die Richtung zum galaktischen Zentrum zu deduzieren.

Sind Positionen, Parallazen, Radialgeschwindigkeiten und Figenbe-
wegungen bekannt, so kann man den allgemeinen lokalen ,,hydrodyna-
mischen“ Deformationstensor H und den lokalen Wirbelvektor w ohne
Einschrankungen vollstindig bestimmen. Die zu minimierende Quadrat-
summe lautet dann (siehe (7.14)

Qve,w,H] = Z[v@ + 7 €+l — T (wxe,) —r,(Hee,)? (8.9)

n

Der Deformationstensor H ist jetzt definiert durch

hzx hry hmz
H=| hys hyy hy. |, (8.10)
hzw hzy hzz
mit der Bedingung
hey = hyas hae = Rz hay = by, (8.11)

Er enthélt 6 unabhéngige Parameter, ndmlich die drei “Divergenz“-Terme
haw, hyy und h,, sowie die drei Gleit-Scherkoeffizienten hy,y = hye, hax =
hazyhay = hy.. Alle 9 (643) lokalen galaktischen Parameter von H und
w und die 3 Komponenten der Apexbewegung v der Sonne kénnen
bestimmt werden, insbesondere auch die lokale Expansion oder Dilatation,
die auftritt, wenn die Sonne in einen Spiralarm hinein - oder herauslauft.
Dies tritt auf, wenn die Spur des Tensors H ungleich Null ist. Allgemein
gilt dann

Tr(H) = 3 H, (8.12)

wo H - in Analogie zur Kosmologie - der klassische ,, Hubbleparame-
ter* mit der Einheit km/s/Mpc ist. Bei der angenommenen linearen
Scherstrémung (8.2) gilt aber

Tr(H) =0, (8.13)

wobei der Operator Tr fiir die Spur des Tensors steht ( Trace). Ist die
Spur des Tensors H nicht Null, so expandiert oder kollabiert das Medium



im statistischen Mittel, je nach Vorzeichen®. Fiir die drei Eigenwerte des
Dilatationstensors H folgt mit (8.2) und der Eigenschaft go Qg =0

A1o= 0,
Ao = —[g]*||= -820|= —A,
A3 = +gl’ |Q]=+8100|= +A. (8.14)

Die Oort’sche Konstante A ist somit durch die Eigenwerte von H be-
stimmt. Die dazugehorigen Eigenvektoren oder deren Linearkombinatio-
nen lauten schliefllich

e()‘l) x iﬂ@?
(e(h2) —e(A3)) o =g,

(e(A2) +e(A3)) o £(Ro xg). (8.15)

DN = N =

Mit Hilfe der Eigenvektoren des Deformationstensors H ldsst sich also
auch die Richtung zum galaktischen Zentrum bestimmen - also das lokale
galaktische u, v, w Koordinatensystem in der Sonnenumgebung.

8.1 Bestimmung aus Radialgeschwindigkeiten

Es ist klar, dass nur aus Radialgeschwindigkeiten der vollstandige Tensor
H und der Apexvektor v bestimmt werden kann, wihrend der Wirbel-
vektor w herausfallt und unbestimmt bleibt. Dieses Problem hat in der
Astronomie erhebliche Relevanz, denn es kann auch auf Galaxien in der
nédheren kosmischen Umgebung angewendet werden, um die lokale Ez-
pansionsrate des Kosmos (Hubbleparameter) und eventuelle ,,kosmische“
Scherkoeffizienten zu bestimmen. Die zu minimierende quadratische Form
lautet

Qlve,H| :Z[v@oen+7*nfrn(H®en)oen]2. (8.16)

n

Es ergeben sich hieraus 9 Normalgleichungen fiir die drei Unbekannten
von v und den 6 Unbekannten von H. In erster Ngherung zerfallen

IDie Analogie zu einer ,Newton’schen Kosmologie* ist hier also sehr eng. Daher
auch die Notation H fiir den Tensor



diese 9 Gleichungen in 3 separate Vektorgleichungen der folgenden Form:

St Degnewn Reencsn o S rmen
Sty S s ) (we Yo Csman ) e
Eﬂznezn Zf’ynfzn 222 Vz® - Tnezn

g zn

sowie fiir die Diagonalkomponenten von H

% Tn%n E % Tn%n X Tnemeén how & ninen
Z Tn Ln n Z Tvzeé/n Z Tn nzn ( hyy ) E"”’"ﬂeg (8.18)

hzz >
Zrn znzn Zrn Cyn zn Tn zn ™mTnE%n

sowie fiir die Scherkomponenten von H

haz

227"2 33571,612/"""2" 227neinegn 227'261"63"6271,
hyz

2
2Y o rheancynesn  2) rpeancyncl,  2) riepneln
rnfnezneyn
= TnTné€xrne€zn
™ Tnéyne€zn

Diese Gleichungen kann man als erweiterte Gauss - Bravais - Airy Bezie-
hung zur Bestimmung der lokalen Expansion der betrachteten Sternpopu-
lation oder Galaxienpopulation betrachten. Ist hier der Tensor H bekannt
oder in erster Ndherung abgeschétzt, bestimmen seine Eigenwerte die
erste Oort’sche Rotationskonstante A und die Eigenvektoren von H die
»Achsen“ (die Richtungen bleiben zunéchst zweideutig) des galaktischen
Pols und des galaktischen Zentrums.

Bei einer sehr groflien Anzahl von Sternen oder Galaxien, die gleichméfig
iiber die Himmelskugel verteilt sind, vereinfachen sich die obigen Formeln
erheblich. Fiir die Diagonalelemente des Tensors H erhélt man dann

Ry = 3 2on Tnin (5e2, — 1)
3 Zn T’ﬂf.n (56371 - 1)
o ’
hzz ~ § Z T”TZTE (5€zn — ) (820)

2.2 .2 2
( 2) Reincyn 2y rpeZncynesn  2) rheancynes ) ( hay

(8.19)

hyy =

o |

[\



Fiir die Scherkoeffizienten ergibt sich analog im gleichen Limes

15 >, Tnln €an €yn
2 b
2 >nTh

15 Y Tt ean €2

hay =

hwz ~ ’
2 Zn r?l,
hy. ~ 15 M‘ (8.21)

2 2onTh

Im Falle eines inkompressiblen Mediums mit Zn rn’n = 0 vereinfachen
sich die Diagonalelemente durch Wegfallen des Summanden -1 noch weiter.
Oort hat 1926 diese Hypothese zunéchst fiir die Sterne in der Sonnenum-
gebung gemacht, aber die Rotationskonstante A mit mehr ,heuristischen*
Methoden abgeleitet — ganz &hnlich, wie ARGELANDER 1838 den Apex
der Sonnenbewegung mit eher , groben Methoden“ bestimmt hat.

Fir die Spur des Tensors H gilt wieder allgemein

Tr(H) ~ 3 Z%:r:grn (8.22)

Wegen (8.12) gilt dann fiir den skalaren Hubbleparameter

Yon Tnin
donTh

H =~ (8.23)

Bei einem Ensemble von Galaxien wird 7, in km/s gemessen, die Ent-
fernungen r,, in Mpc (Mega-Parsec); bei Sternen gilt fiir Entfernungen
dagegen die Einheit kpc (Kilo-Parsec).

8.2 Bestimmung von Rotation und Deformation

Liegen alle 6 kinematischen Bewegungsdaten von Sternen vor (rdumliche
Positionen und Geschwindigkeiten), so kann man aus 12 linear gekoppel-
ten Gleichungen alle 12 Konstanten bestimmen. Fiir Galaxien ist dies im
Allgemeinen natiirlich nicht moéglich. Wir wollen hier nur den Grenzfall
betrachten, wo sehr viele Sterne gleichméfig tiber den Himmel zerstreut



sind. Dann erhélt man fiir den Apexvektor die schon bekannte Gleichung

1 ) .
Ve & Y <Z Tn€n + Z rnen> . (8.24)

Fiir den Wirbelvektor w ergibt sich die Abschitzung

727" wNZ (en X &) (8.25)

Fiir die Diagonalelemente gelten in der gleichen Ndherung die Abschét-
zungen

% Z TTQL hyw = Z(ein TnTn + €zn €an TZ)
1

3 Z 7"721 By

éz ri h..

In gleicher weise fiir die Gleitkoeffizienten des Deformationstensors

Q

Z(ein T T 4 €yn €yn T2) (8.26)

n

2 . 2
Z(ezn TnTn + €zn€zn 7“”)

n

Q

2
3 2 T oy & Y (2eaneyn i+ (eyn bon + eanéyn)Th)  (8:27)
[style=]

2
3 Z T?L By = Z(Qemnem T Tn + (€zn €on + €xn €2n) ri) (8.28)

n

2 . . .
3 Z 2 hy. R Z(2eynezn P Tn 4 (€2n €yn + €yn €2n) o) (8.29)

Aus den obigen asymptotischen Abschétzungen folgt fir die Spur des

Tensors H wiederum
(H) =3 (rain)/(_12). (8.30)

Eine lokale Sternpopulation zeigt dann eine ,,Expansion®, wenn dieser
Ausdruck schwach positiv, eine Kompression, wenn dieser Ausdruck



schwach negativ ist. Beim Ein - oder Auslaufen in einen Spiralarm in
der Galaxis kénnen diese Phédnomene erwartet werden. Bei Galaxien
wurden aus Rotverschiebungen von Spektrallinien ab 1930 mit dhnlichen
Abschétzungen wie der obigen Formel die Expansion des Universums
entdeckt.

Damit ist das klassische Verfahren der erweiterten Apexbestimmung
abgeschlossen. Die erweiterte Gauss-Bravais-Airy Methode kann nicht nur
den Geschwindigkeitsvektor der Sonne berechnen, sondern auch alle 12
lokalen Mutationsparameter, welche in hydrodynamischer Approximation
die dnderung des Geschwindigkeitsfeldes der Sterne in der Sonnenum-
gebung beschreiben. Voraussetzung dafiir ist allerdings, dal neben den
Eigenbewegungen und Parallaxen auch die Radialgeschwindigkeiten der
Sterne bekannt sind. Dies war aber beim HIPPARCHOS - Satelliten noch
nicht der Fall.



9 Entwicklungen nach
Kugelflachenfunktionen

Schon gegen Ende des 19. Jahrhunderts hatte man in Erwigung gezogen,
den Vektor der Eigenbewegungen é,, der Sterne ode Komponenten davon
auf der Himmelskugel durch trigonometrische Reihen darzustellen, die
als Basis orthonormiertere Kugelfunktionen enthalten (z.B. Oscar Hecker
([19])in seiner Dissertation 1891; Zitat bei E. Anding 1901 ([3])). Doch der
Rechenaufwand war fir die damalige Zeit (1890) zu grof und wirklich neue
Resultate sind mit dieser Methode auch damals nicht herausgekommen
— wie zum Beispiel die wichtige Anisotropie der Sterngeschwindigkeiten
oder Rotationskonstanten der Milchstrafle, wie dies 1927 Jan Oort durch
eine eingeschrinkte eindimensionale Analyse lings der Milchstrafienebene
gelungen ist. Beobachtungen lassen sich eben nicht ohne vorherige ,,Mo-
delle“ interpretieren - eine wie immer geartete theoretische Vorstellung
muss immer wvor der Beobachtung kommen.

Die Grundidee einer Kugelfunktionsentwicklung ist es natiirlich, aus
der Verteilung der tangentialen Geschwindigkeitsvektoren r, &, eines
Sternkataloges den ,, Dipolanteil“ der Apexbewegung herauszufiltern
und eventuell noch weitere systematische ,,Anomalien® in den hoheren
Momenten der Verteilung zu entdecken (Anisotropie der Geschwindig-
keitsrichtungen, Rotationseffekte der Milchstrafie etc.). Aufgrund des
Helmholtzschen Satzes lasst sich die vektorielle Tangentialkomponente
der Sterngeschwindigkeit an der Himmelssphére als Funktion der Rich-
tung e und Distanz r geméaf

ré = —[vg—(eovp)e|l+
+[v—(eov)e]+
+(wxe)r+
+Hee)r—([(Hoe)oe] e) r. (9.1)

darstellen. In dieser Zerlegung bedeutet der erste Teil auf der rechten



Seite einen speziellen ,Dipolterm*, bedingt durch die Apexbewegung der
Sonne, der zweite Term eine mogliche Anisotropie der Geschwindigkeiten,
der dritte Term eine ,Wirbelbewegung® des Feldes und der vierte Term
eine ,,Scherung” mit ,Dilatation“ (verallgemeinerte Oortsche Konstan-
ten). Mathematisch bedeutet die obige Darstellung eine charakteristische
Abhéngigkeit der Vektorgrofie r, €, von der Richtung e. Analog kann
man auch die Radialgeschwindigkeit an der Himmelskugel als Funktion
der Richtung und Distanz wegen

7 = —vpoe+
+voe+
+(Hee)oe)r (9.2)

in eine Reihe nach Kugelflachenfunktionen entwickeln. Das moderne Ana-
logon ist heute die Darstellung der Temperaturfluktuationen der 3Kelvin
Hintergrundstrahlung an der Himmelssphire durch Kugelflichenfunktio-
nen. Direkte Entsprechung wére:

o Skalar: Radialgeschwindigkeit # — Skalare 3Kelvin - Tempera-
turwerte

e Vektor: Eigenbewegung r € — Vektorielle Polarisationswerte der
3Kelvin - Strahlung

Unter der Voraussetzung, dafl die Richtungen e gleichmdfSig flichentreu
iiber den Himmel verteilt sind und die Geschwindigkeitsverteilung der
Sterne isotrop ist, konnen die skalaren oder vektoriellen Koeffizienten
der entsprechenden Kugelfunktionsentwicklungen relativ leicht berechnet
werden. Am Beispiel der Radialgeschwindigkeiten soll dies gezeigt werden,
da hier auch eine enge Beziehung zur Oort’schen Methode besteht.

Die Radialgeschwindigkeiten an der Himmelskugel kénnen durch die
Reihe

=00 m=+I1

F0) =Y > am Y0, 9) (9.3)

=0 m=—1

dargestellt werden, wobei die Koeffizienten q; ,,, durch die Integrale

AL = / Tr/Tr 7(4,0) Y[ (0, 9)* sin(d) dd de (9.4)
o Jo



gegeben sind. Y7* (1, ¢) und Y}" (¢, ¢)® sind dabei komplexe und konju-
giert komplexe Kugelflichenfunktionen, definiert durch

2+1(1—m)

YO0 0) =\ U

Py (), ) €% (9.5)

Sind die Sterne gleichméfig tiber die Himmelskugel verteilt und ist ihre
Geschwindigkeitsverteilung den Richtungen nach isotrop, so gilt fiir ein
grofles Ensemble von Sternen mit nahezu gleicher Entfernung < r, >= R

al,m:/o”/0”[—%oe+R((H®e)oe)]Yz”w,so)'de, (9.6)

wobei zur Abkiirzung de = sin(¥) d¥dy gesetzt wurde. H bedeutet
hier wieder den Helmholtz - Tensor ( , Hubble“ - Tensor) des lokalen
Deformationsfeldes.

Fiir den einzigen Koeffizienten ag o des Monopols erhélt man so den

Wert
2 2
ap,0 = 5\/7?1% (haw + hyy + hsz) = g\/erTr(H). (9.7)

Fiir die drei Koeffizienten des Dipols ergibt sich

2w
a1 = R (voz — “’@y) ;
47
aio = —4/ ?’U@Z; (9.8)
27
a-1 = —\[ 5 (Ver +1vey).

In Analogie zur 3K-Strahlung ist dieser Dipolterm am stérksten ausge-
pragt und bestimmt die Apexbewegung der Sonne beziiglich des gewéihlten
Hintergrundes — hier ausgedriickt durch die drei komplexen Koeffizienten
a1,m. Umgekehrt lasst sich der Apexvektor auch durch diese komplexen
Koeffizienten darstellen.



Fir die fiinf komplexen Koeflizienten des Quadrupols folgt schliellich

D
a0 = 1/ 7TR(hm—h — hgy);

a1 = -2 15 R a:z - z) )
2 /m
a0 = _g B R (hww + hyy - hzz) 5 (99)
127
az—1 = 2 15 R (hmz + lhw) ;
27
az,—2 = TE) R (h rz — hyy + 2 hwy) .

(9.10)

Aus den komplexen Koeffizienten a; ,, fiir [ = 0,1, 2 kann man eindeutig
die Expansion, den Apexvektor der Sonne sowie alle Komponenten des
symmetrischen Helmholtztensors bestimmen.

9.1 Die Autokorrelationsfunktion

Um Strukturierungen besser erkennen zu kénnen, betrachtet man bei
statistischen Verteilungen sogenannte Autokorrelationen. Hier wird die
Autokorrelationsfunktion zur Beschreibung der Korrelation eines Signales
mit sich selbst bei unterschiedlichen Richtungsverschiebungen zwischen
den betrachteten Funktionswerten der Radialgeschwindigkeiten eingesetzt.
So ist die Autokorrelationsfunktion C[f] der Radialgeschwindigkeiten an
der Himmelskugel in unserem Fall definiert als der Erwartungswert

Cl0] =< i(e1) #(es) > (9.11)

zwischen den beiden Himmelsrichtungen e; und e,. Diese bilden den
Winkel © geméif
ej; oey = cosO. (9.12)

Mit Hilfe des Additionstheorems der Kugelflachenfunktionen kann man
dann zeigen, daf ganz allgemein fir die Autokorrelationsfunktion ( Auto-



kovarianz) die Entwicklung

~

3

1=

clel = 4

(20 + 1) C; Py(cos ©) (9.13)

=0

gilt. Die eigentlichen koordinateninvarianten Entwicklungskoeffizienten
lauten jetzt

m=-+I

= > laml” (9.14)

m=—1

C; ist nur eine Funktion der , Multipolwellenzahl® | und hat hier die
Dimension einer Geschwindigkeit ins Quadrat. Eine &hnliche Funktion
wird auch bei der 3K Hintergrundstrahlung betrachtet, wobei dort die
Funktion die Dimension einer Temperatur ins Quadrat hat. Hier ergibt
sich fiir die Radialgeschwindigkeiten im Einzelnen

4 4

Cy = §7TR2 (hyw + hyy + h2)? = 5" R? Tr(H)?;
4 4

¢, = 37 (v3q + véy +v3,) = 37 v3; (9.15)
16

Cy = EwRQ ((haw + hyy + ho2)? +

S(hiy +h2, + hzz — haghyy — Raghszs — hyyhss)).

Alle hoheren Koeffizienten sind hier Null. Im Falle einer linearen Scher-
stromung, wie sie Oort 1926 betrachtet hat, gilt fiir Cs die vereinfachte

Darstellung

1
Cy = gwRQ A?% (9.16)

wo A die erste Oort’sche Rotationskonstante bedeutet. Die vollsténdige
Autokorrelationsfunktion fir die Radialgeschwindigkeiten lautet also

C[6] = R® H? +v2 P1 (cos ©) + % R? A% P, (cos O) . (9.17)

H ist hier der einfache ,Hubbleparameter“. Die beriihmte galaktische
,doppelte Sinuskurve® in den Radialgeschwindigkeiten der Sterne nach



Oort wird in dieser Autokorrelation durch den Term proportional P2 (cos ©)
ausgedriickt. Da der Winkel © den Bereich von 0 bis 7 einnimmt, folgt
fiir die Winkelausdehnung A© der entsprechenden Strukturen

180°

AO = ;

(9.18)

Diese Beziehung spielt gerade in der 3K-Hintergrundstrahlung eine wich-
tige Rolle.



Anhang

A.1 Maxwellsche Kugelfunktionen

Nach Maxwell kann man Multipolpotentiale vom Grad [ auch in der Form
1
B(r) = (017) (€29). . (V) (A1)

darstellen. Die [ Vektoren t; sind dann die Pole oder besser Raum —
Achsen des Multipols und es gilt die Nebenbedingung

1] = [to]= ... = [ti]. (A.2)

Die | Vektoren t; des Multipolpotentials der Ordnung [ enthalten also
zundchst 3! unabhingige Parameter; aber durch die obigen [ — 1 Neben-
bedingungen reduzieren sich die unabhingigen Parameter auf 2[ + 1. Dies
stimmt genau mit den Koeffizienten a; ,, der Kugelflichenfunktionen fiir
m = —I[,..., 4+l iiberein.

A.2 Lineare Scherstromungen

Wir nehmen an, dass wir uns in einem Zentralpotential mit differentieller
Scherstromung befinden. Alle Teilchen bewegen sich auf Kreisbahnen.
Die negative x Koordinate zeigt dann zum Zentrum und die positive y
Achse in Richtung der Rotation. Wir “setzen® uns auf ein bestimmtes
Teilchen, welches sich mit der Winkelgeschwindigkeit 2 um das Zentrum
bewegt. Die Dynamik von benachbarten Massepunkten wird zunéchst in
diesem rotierenden Koordinatensystem gemessen. In der lokalen Hillschen
Approximation gilt dann fiir das Scherfeld

Vg 0
v=| v, | = —28Qz |. (A.3)
Vs 0



wobei Q die Winkelgeschwindigkeit der Rotation und 5 den Scherstrém-
parameter, definiert durch

10lnQ

=—— — A4
p 20InR’ (A-4)
bedeuten. In einem Keplerpotential gilt dann 5 = 3/4.

Nach Helmholtz wollen wir nun dieses lokale Geschwindigkeitsfeld

zerlegen in

V. = VWirbel + VKompression
wXr+D®r. (A.5)
mit
T
r=|y (A.6)
z

Der Wirbelvektor w ist definiert durch

1 Qv _ Ovy
oy 0z

2
_ 1 (Ovs v,
w = 2 ( sz - sz ) : (AY)
1 (% _ Oug
2\ Oz oy

Wie man sieht, ist die physikalische Rotation genau die Halfte der mathe-
matischen Rotation. Fiir unser lineares Geschwindigkeitsfeld folgt dann
fiir den Wirbelvektor im rotierenden System

0
w = 0 (A.8)
—B0Q
und fiir das lokale Wirbelfeld im rotierenden System
+68 €y
VWirbel = —BQx (A.9)
0

Wie man sieht, liefert (A.9) nur einen Anteil von (A.3). Der zweite Teil



Fig. A.1: Die Stromlinien (blaw) und die Wirbelstirke (rot) eines Wirbelfeldes

nach (A.9).

liefert die Deformation, gegeben durch den Tensor D mit den Diagonal-

Komponenten
hma:
hyy

hZZ

v,
Oz
vy
y
Ov,
0z

(A.10)

und den symmetrischen Nicht-Diagonalkomponenten

hey =
hy. =
hzz = hwz

hye =

hay =

Oy,
dy

N~ N = N =

Ovy
* a_>

Ovy
(5 *

O
ox

ov,
dy

%) (A.11)

Fiir die lineare Scherstromung lautet der Tensor dann



Fig. A.2: Die Stromlinien (blau) und die Starke (rot) eines Kompressionsfeldes

nach (A.13).
0 -5 0
D=\ —pQ 0 0 (A.12)
0 0 0
und das dazugehorige Geschwindigkeitsfeld
—BQy
VKompression = _ﬁ Qx . (A13)
0

Beide Bestandteile liefern dann wieder das einfache lineare Scherfeld der
Geschwindigkeiten.

Die obigen Formeln gelten nur im rotierenden System. Im Inertialsystem
der Positionsastronomie haben Sterne auch dann eine Eigenbewegung,
wenn sie sich in einer starr rotierenden Scheibe mit § = 0 befinden.
Anstatt (A.3) gilt dann

Vg —Qy
v:<vy):((l—26)ﬂx). (A.14)
v, 0
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Fig. A.3: Die Stromlinien (blau) und die Starke (rot) einer linearen Scherstrémung,
wie sie sich aus der Kombination des Wirbelfeldes und des Kompressionsfeldes
ergibt.

und fiir das Wirbelfeld im Inertialsystem
0
w= 0 (A.15)
(1-p)Q
Der negative Betrag dieses Wirbelvektors ist identisch mit der sogenann-
ten zweiten Oortschen Konstanten B der galaktischen Rotation, definiert

durch L 9 ma
n
B=-Q (142 Al
( 29 lnR) (A.16)
Der aktuelle Wert dieser Konstanten ist momentan ([15]):
B = (—12.374+0.64) kms ' kpc ™! (A.17)

Mit der Einbeziehung des Wirbelfeldes ist damit eine Briicke hergestellt
zwischen den Gausschen Apexrechnungen aus den Jahren 1822 und 1838
und den auf anderer Grundlage beruhenden Rechnungen von J.H. OORT
([35]) zur galaktischen Rotation aus dem Jahre 1927. Die Bestimmung der
Oortschen Konstanten B ist Teil einer Apexrechnung/Vortexrechnung auf
der Grundlage einer erweiterten Gauss-Bravais-Airy Methode geworden.



Fig. A.4: Die Stromlinien (blau) und die Stirke (rot) des Stromungsfeldes im
Inertialsystem eines Beobachters fir 8 =1/2 (Formel (A.15)).

A.3 Galaktische Koordinaten

Seit 1932 benutzt man neben anderen Himmelskoordinaten auch die
sogenannten galaktischen Koordinaten /,b. Seit 1958 werden sie definiert
durch (Epoche 1950)

cos|b] cos[l — 33] = cos|[d] cos[a — 282.25]
cos[b] sin[l — 33] = sin[d] sin[62.6] + cos[d] sin[a — 282.25] cos[62.6]

sin[b] = sin[d] cos[62.6] — cos[d] sin[a — 282.25] sin[62.6]

und fiir deren Umkehrung gilt
cos|[d] cos[a — 282.25] = cos[b] cos[l — 33]

cos|[d] sin[a — 282.25] = cos[b] sin[l — 33] cos[62.6] — sin[b] sin[62.6]

sin[0] = cos[b] sin[l — 33] sin[62.6] + sin[b] cos[62.6]



Sind die Komponenten der Sonnengeschwindigkeit vs im heliozentrischen
System bekannt, so kénnen sie mit der Eulerschen Rotationsmatrix
MEuler in das galaktische System umgerechnet werden. Es gilt dann

{u,v,w} = MEuler [¢,9,¢] ® {ve,,ve,,v0.}, (A.18)

wobei u die radiale galaktische Komponente bezeichnet (positive Werte
heifit Bewegung zum galaktischen Zentrum), v die tangentiale galaktische
Komponente bezeichnet (positive Werte heifit Bewegung in Richtung der
Rotation) und w die senkrechte galaktische Komponente ist. Fiir die
Eulerschen Drehwinkel gelten nach den obigen trigonometrischen Formeln
die Werte (Epoche 1950)

MEuler [, 9, 9] — MEuler [282.25°,62.6°, —33.0°].  (A.19)

Die X-Achse des dquatorialen Systems («,0) wird also zunéchst um den
Winkel 282.25° gedreht, dann um diese neue X-Achse um den Winkel
62.6° angehoben (Neigung des galaktischen dquators zur Erdachse), und
schliefilich noch um die neue Z-Achse um den Winkel 33° mit dem
Uhrzeigersinn gedreht. Die positive X-Achse des galaktischen Systems
zeigt somit zum galaktischen Zentrum. Die Drehwinkel sind aufgrund
der Prézession der Erdachse zeitabhidngig und miissen auf eine Epoche
bezogen werden.

Die Darstellung von rdumlichen Rotationen durch Eulersche Winkel
hat gravierende Nachteile, wenn man zeitliche Veranderungen betrachtet.
Schon 1819 fiihrte GAUSS eine sogenannte Quaternionen-Algebra mit
vier statt drei Parametern ein, um ganz allgemein Drehungen im Raum
darzustellen'. Hierzu fiihrte er eine “Mutationsskala®, eine Liste von vier
Zahlen ein, die man heute eine Quaternion nennt. Man beschreibt die
Position eines Punktes im Raum durch die Gréfe

P=[1xy,z]. (A.20)
Sodann fithrt man eine Groflie Q mit

Q = [q0, 91,42, ¢3] - (A.21)

IW.R. Hamilton fithrte unabhéngig von GAUSS “Quaternionen® ab 1843 ein. GAUSS
benutzte auch schon 1805 ein spezielles FFT-Verfahren, um Fourierkoeffizienten
zu berechnen. Diese Fast- Fourier- Transformation wurde erst 1965 von Cooley
und Tukey wiederentdeckt.




ein, wobei die Komponenten Funktionen der Eulerschen Drehwinkel durch
das folgende Schema

go = cos [g] cos [%}7 g1 = sin [g] cos {%}7
(A.22)
go = sin [g] sin [%}, q3 = cos [g] sin [%} .
gegeben sind. Die neuen Koordinaten P’ = [1,2',y/, 2] des gedrehten
Punktes P ergeben sich dann aus der Transformation
P=Q*PQ, (A.23)

wobei bei der Multiplikation die Regeln der Quaternionenalgebra an-
zuwenden sind und die GroBle Q* = [go, —q1, —¢2, —gs]| die konjugierte
Quaternion von Q bezeichnet.

A.4 Das Wendelsche Theorem

Bei der Betrachtung der Gausschen Wahrscheinlichkeiten von giinstigen
und ungiinstigen Sternen an der Himmelskugel kann man auf den Gedan-
ken kommen, ganz abstrakt die Wahrscheinlichkeit auszurechnen, dass
N zufillig gewdhlte Punkte auf der Himmelskugel genau innerhalb einer
Halbkugel (Hemisphére) konzentriert sind. Die ganz allgemeine Antwort
fiir eine n-dimensionale Hypersphére ist das WENDELsche Theorem.? In
n Raumdimensionen und fiir N Punkte lautet die Formel

n—1
1 N-1
p[n’N]:QN—lZ( K )
k=0

Fiir den hier interessanten dreidimensionalen Fall n = 3 folgt so

N(N—1)+2

Daraus folgt p[3,1] = 1, p[3,2] = 1, p[3,3] = 1, p[3,4] = 7/8... Bei 6
Punkten gilt p[3,6] = 1/2, bei 11 Punkten p[3, 11] = 7/128. Schon bei 20
Punkten sinkt die Wahrscheinlichkeit auf 3.6 x 1074,

2Wendel, J.G. (1962) : A Problem in Geometric Probability. Math. Scand. 11,
109-111




A.5 Eine Wirbelrohre

Eine Wirbelrohre ist ein einfaches Modell fiir eine achsensymmetrische
galaktische Rotation. Wird die Achse der R6hre durch den Einheitsvektor
Q. beschrieben, so lautet das rotationssymmetrische Geschwindigkeitsfeld

V(p) =2 [\/p? — (2.0p)| (2 x D). (A.24)

Der Vektor p = {z,y, z} bezeichnet hier einen Punkt im Raum und das
Argument /p? — (Q, o p)? bezeichnet den Abstand R dieses Punktes
von der Wirbelréhre. Wir setzen nun

pP=po tr, (A.25)

wo pg die Position der Sonne in der Galaxis und r eine kleine Abweichung
bedeuten sollen. Der radiale Abstandsvektor des Punktes p von der
Wirbelachse ist dann

R=p- (Qe © p)Qe (A26)
Durch eine Taylorentwicklung um den Punkt pg bis zur ersten Ordnung
in r ergibt sich das relative Geschwindigkeitsfeld

_ 61HQ®
- 811’1R@

v(r) (8e o) (R0 X ge) + (o x 1) (A.27)

Der Vektor ge hat den Betrag 1 und zeigt auf die Wirbelachse (galakti-
sches Zentrum). Es gelten also die Randbedingungen

8el=1  8eofp =0. (A.28)

Mit dem Scherstromparameter

1 8 In Q@
5= om R (4.29)

lasst sich die obige Gleichung verkiirzt auch
v(r) = —2(gor) (e x g) + (2o x 1) (A.30)

schreiben, wobei nun

g’=8;  goQe=0 (A.31)



gilt. Der Vektor g zeigt ebenfalls zum galaktischen Zentrum. Wegen

g (gor)=lg’r+gx(gxr) (A.32)

und der Eigenschaft g o Qg = 0 gilt auch

v(r) =2[go (Qo x1)lg+ (1 -2[gl*) (R x 1), (A.33)

wobei die Grofle in eckigen Klammern ein Spatprodukt zwischen drei
Vektoren bezeichnet.

Nach dem Helmholtzschen Satz kann man die lineare Geschwindig-
keitsfeld in einen wirbelfreien Anteil und in ein reines Wirbelfeld zerlegen.
Dies wird geleistet durch

v(r) = {2[go (R0 x 1) g~ gl (R0 x1)} + (1 -|g|*) (e x1). (A.34)

Der Term in den geschweiften Klammern ist dann wegen g o Qg = 0 der
wirbelfreie Anteil dieses linearen Scherstromfeldes. Die Bestimmung der
Vektoren g und Qg aus Eigenbewegungen der Sterne ist dann dquivalent
der Bestimmung der OORT’schen Konstanten A und B, allerdings wesent-
lich allgemeiner, denn die Vektoren g und g bestimmen nicht nur die
OORT’schen Rotationskonstanten, sondern auch - Koordinaten-invariant
- den galaktischen Pol und die Richtung zum galaktischen Zentrum.

A.6 Rotation und das Universum

Betrachtet man die geschichtliche Entwicklung der lokalen galaktischen
Astronomie, so fillt auf, dass es immer wieder ,logische“ Briiche bei
der Entwicklung von Vorstellungen iiber die Dynamik im Raum gab.
Nach den ersten Gausschen Apexrechnungen 1822 hat es iiber 100 Jahre
gedauert, bis die lokale galaktische Rotation aus der Sternbewegung
erkannt und herausgefiltert werden konnte. Bemerkenswert ist auch,
dass der Helmholtzsche Satz iiber die lokale Zerlegung einer kleinen
Bewegung in einem hydrodynamischen Kontinuum in der Astronomie des
19. Jahrhunderts nie angewendet worden ist. Man ging a priori immer
von ,,ungerichteten“ Bewegungen ohne eine Systematik aus. Sehr deutlich
ist dies bei Karl Schwarzschild zu bemerken, dem die Vorstellung einer
systematischen galaktischen Rotation noch 1910 vollig fremd war.



dhnlich war die Entwicklung in der Kosmologie zu Beginn des 20.
Jahrhunderts, als man aus den Beziehungen zwischen Helligkeit und
Radialgeschwindigkeit und auch Winkeldurchmesser und Radialgeschwin-
digkeit bei Galaxien auf die Expansion des Universums schloss® Dabei
folgt zwingend aus dem , Helmholtzschen Satz*

Vit (wxe,)+r, (HRe,) =vg + mpen + 1€y, (A.35)

daf} die lokale kinematische Eigenschaft eines sich bewegenden Konti-
nuums in erster klassischer Ndherung vollstdndig durch einen ,,Hubble
- Tensor“ H und durch einen ,Rotationsvektor® (,,Godelsche Wirbel-
stiarke“ oder ,vorticity“) beschrieben ist. Tatséchlich ist es méoglich, im
Rahmen einer ,Newtonschen Kosmologie“ und dem allgemeinen linearen
zeitabhéngigen , Strémungsfeld“

v(ir,t) =H({)@r+w(t) xr (A.36)

in Verbindung mit der Poissongleichung, der hydrodynamischen Konti-
nuitétsgleichung und der hydrodynamischen Bewegungsgleichung ohne
Druckterm (!) eine Kosmologie von expandierenden Weltmodellen zu
entwickeln, die ihre Entsprechung in relativistischen Weltmodellen und
dem Godeluniversum haben (Vergleich mit Bianchi - Klassifikationen).
Entsprechende Untersuchungen haben O. HECKMANN und SCHUCKING
1955/1956 in Eleganz durchgefiihrt.[20] In dieses Gebiet gehort als Grenz-
fall dann auch die Theorie rotierender inkompressibler (konstante Dichte:
statisches Universum) Gleichgewichtsfiguren wie Maclaurinellipsoide, Ja-
cobiellipsoide, Riemannellipsoide,...

Da man aber die ,,Eigenbewegung® der Galaxien beziiglich eines ,kos-
mischen Referenzsystems* nicht messen kann (C. W. WIRTZ hat dies bis
1916 versucht), scheint die Bestimmung einer lokalen Wirbelstérke oder
eines , kosmischen Wirbelvektors“ w unmoglich. Denn aus Rotverschie-
bungen allein — egal ob bei Sternen oder Galaxien — kann man zwar den
lokalen Hubbletensor H, nicht aber die lokale kosmische Rotation
w bestimmen.

3Einer der ersten Astronomen, die dies qualitativ im Zeitraum 1922 - 1924 getan
haben, war CARL WILHELM WIRTZ (1876 - 1939). 1929 hat dann E. HUBBLE die
Expansionsrate quantitativ aus Beobachtungen bestimmt.



Wissenschaftshistorisch ist wiederum interessant, daf3 die Idee eines
expandierenden wund rotierenden Universums nicht von einem Astro-
nomen oder Kosmologen kam (auch nicht von Einstein), sondern von
dem Mathematiker und Logiker KURT GODEL®. In der Vergangenheit
hat es Versuche gegeben, den mdoglichen ,,Pseudo - Vektor* w unseres
Universums aus der Ausrichtung von Magnetfeldern von Radiogalaxien
zu bestimmen. Paul Birch gibt 1982 in einem NATURE Artikel ([9]) fiir
den Betrag und die Richtung in Rektaszension und Deklination dieses
Pseudo - Vektors

lw|~ 1072 rad s~! ~ 1km/s/Mpc;
a~~ +45° 0~ +35°

an. Heutzutage wird in quantenmechanischer Analogie zum klassischen
yFoucault - Pendel“ (Kompaf} der Tréigheit) zum Nachweis der Erdrotati-
on jetzt mit Hilfe des optischen Sagnac - Effektes unter Zuhilfenah-
me eines Laser - Materie - Interferometers ( Laser-Kreisel-Kompaf3
(Ringlaser)) versucht, eine mogliche kosmische Rotation tatséchlich
nachzuweisen. Die Frage, wogegen der Kosmos eigentlich rotiert, ist hier
irrelevant, da ein Ringlaser, bei dem zwei Laserstrahlen in einem Glasfa-
serring sich gegenlédufig tiberlagern, als MINIMALE Rotationsfrequenz
eben diesen Rotationsparameter des Godeluniversums messen wiirde. Die
Eigenschaft des Raumes ,, Rotation® ist also durch optische Methoden
ohne ,duflere Orientierung” absolut messbar!

Albert Einstein hielt am 5. Mai 1920 an der ,Reichsuniversitat“ zu
Leiden (Niederlande) eine bemerkenswerte Rede iiber das Thema &ther
und Relativititstheorie. In einem Abschnitt heifit es dort:

...Anderseits lasst sich aber zugunsten der datherhypothese ein
wichtiges Argument anfiihren. Den dther leugnen bedeutet letz-
ten Endes annehmen, daff dem leeren Raume keinerlei physika-
lische Figenschaften zukommen. Mit dieser Auffassung stehen
die fundamentalen Tatsachen der Mechanik nicht im Einklang.
Das mechanische Verhalten eines im leeren Raume frei schwe-
benden kérperlichen Systems hdngt ndmlich auffer von den
relativen Lagen (Abstinden) und relativen Geschwindigkeiten

4An Example of a new Type of Cosmological Solutions of Einstein‘s Field Equations
of Gravitation. Reviews of Modern Physics 21, No. 3, p. 447, (1949)



noch von seinem Drehungszustande ab, der physikalisch nicht
als ein dem System an sich zukommendes Merkmal aufgefasst
werden kann. Um die Drehung des Systems wenigstens formal
als etwas Reales ansehen zu konnen, objektiviert Newton den
Raum. Dadurch, daf$ er seinen absoluten Raum zu den realen
Dingen rechnet, ist fir ihn auch die Drehung relativ zu einem
absoluten Raum etwas Reales. Newton hdtte seinen absoluten
Raum ebensogut , Ather” nennen kinnen; wesentlich ist ja
nur, dafl neben den beobachtbaren Objekten noch ein anderes,
nicht wahrnehmbares Ding als real angesehen werden muss,
um die Beschleunigung bzw. die Rotation als etwas Reales
ansehen zu kénnen...

Die Messung einer eventuellen Rotation des Universums oder anderer
nicht-isotroper Anomalien bleibt auch heute aktuell. So ist ab 2020 der
sogenannte Hubble - Parameter abhéngig davon, ob man eine lokale
heutige Messung durchfiihrt oder aus den frithen Daten des Mikrowellen-
Hintergrundes eine Hochrechnung zum heutigen Zeitpunkt macht. Auch
hier gibt es eine Apexbewegung der Milchstrasse gegentiber dem als homo-
gen angenommen Mikrowellenhintergrundes, welches zu einem sogenann-
ten kinematischen CMB-Dipol in der Hintergrundstrahlung fiihrt. Doch
dieser kosmische Apexvektor dndert sich, wenn man die Daten aus iiber
eine Millionen fernen Quasaren und eine halbe Millionen Radiogalaxien
als Basis nimmt. Die Richtungen weichen dann um etwa 26 bis 45 Grad
von dem CMB-Dipol ab ([10]). Wir begegenen hier offensicht wieder den
gleichen Problemen wie vor 200 Jahren, als die Annahme einer isotro-
pen Geschwindigkeitsverteilung der Sterne in der Sonnenumgebung zu
Paradoxien bei der Apexbestimmung fithrten.

Wir kénnen somit nur hoffen, dass die angenommenen Modelle unser
Universum korrekt beschreiben; ein Universum, welches ja in Wirklichkeit
eher aus einer ungeheuren Zahl von sich nichtlinear und unorientiert (?)
iiberlagernden , Kerrmetriken“ besteht. Auch die ,,Anisotropie* der nied-
rigen Multipolmomente der Hintergrundstrahlung deuten vielleicht auf
eine , Torustopologie“ des Universums mit Rotation hin. Dabei kann auch
ein Universum mit im Mittel euklidischer Metrik ein endliches Volumen
haben. Ob eine Messung der Rotationsfrequenz des Universums aber
sinnvoll ist, wird die Zukunft zeigen. Bei Flugzeugen und U-Booten wird
der Ringlaser zur absoluten ,Rotations - Navigation“ langst angewen-



det. Und selbst in der Geophysik werden zeitliche Schwankungen in der
Plattentektonik durch Laserkreisel registriert.
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